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Introduccion

En este trabajo, k serd un cuerpo algebraicamente cerrado y de caracteristica
0, aunque en general los resultados son validos para caracteristica arbitraria. El
motivo por el cual consideramos caracteristica 0 es para simplificar la prueba del
teorema 3.3.2 (y aqui es el Gnico momento donde realmente usamos caracteris-
tica 0), ya que los morfismos siempre seran separables. Cuando la caracteristica
del cuerpo no es 0, la principal herramienta para analizar la separabilidad de un
morfismo es el diferencial, pero en esta monografia no exponemos sobre dicho
tema.

Un monoide algebraico es un monoide (conjunto con una operacion bilateral
asociativa y un elemento neutro) que tiene una estructura de k-variedad alge-
braica donde la multiplicacién es un morfismo de variedades algebraicas. Un
grupo algebraico es un monoide algebraico donde todo elemento es invertible
y la operaciéon de tomar inversos es un morfismo de variedades algebraicas. Si
bien tomamos dicha definicién de grupo algebraico, un resultado que surge de
la prueba del teorema 3.3.2 es que si G es un monoide algebraico donde todo
elemento es invertible, entonces G es un grupo algebraico, es decir que tomar
inversos es necesariamente un morfismo de variedades [11].

Si M es un monoide, se denota por G(M) al grupo de invertibles de M. El
principal objetivo es probar que si M es un monoide algebraico, entonces G(M)
es un grupo algebraico abierto en M [11].

Sea M, (k) el conjunto de matrices de tamafo n X n con coeficientes en k
y GL, (k) el grupo de matrices invertibles de M, (k). Entonces M, (k) con el
producto usual de matrices es un monoide algebraico. Si M es un monoide al-
gebraico afin (M es una variedad afin), entonces M es isomorfo a un cerrado
de M, (k) para algin n [14, teorema 3.15]. Por lo tanto se puede considerar que
Mc M,k)y G(M)=GL,(k) "M C M,(k), asi que G(M) es un grupo alge-
braico que ademas es abierto en M porque GL, (k) = {A € M, (k) : det(A) # 0}
es abierto ya que det: M, (k) — k es polinomial. En [11, teorema 1] se prueba
que G(M) es un grupo algebraico abierto en M para un monoide algebraico irre-
ducible arbitrario. En esta monografia seguimos las ideas de esa misma prueba
y extendemos la prueba al caso no irreducible.

Si bien el objetivo de esta monografia es el teorema 3.3.2, gran parte de
este trabajo es el estudio de toda la geometria algebraica involucrada en el
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mencionado teorema. La mayoria de los temas presentados en los capitulos 1
y 2 podrian ser parte de un curso avanzado de geometria algebraica pero en
esta monografia se presentan como parte de un estudio independiente de dichos
temas. Lo primero que presentamos son las variedades afines porque son como el
analogo a los abiertos de R™ en la geometria diferencial. Inmediatamente se sigue
el camino tradicional, donde se definen los conjuntos algebraicos y mostramos
la dualidad que existe con las variedades afines. En este trabajo intentamos que
la definicion de variedad algebraica permita una extension natural a la idea de
esquemas. Si bien no presentamos este tema, algunas de las definiciones, ideas
y teoremas llevan como por detrds del telén a los esquemas. En un esquema,
el objeto bésico es el espectro primo de un anillo (conmutativo y con unidad);
aqui esté la diferencia con las variedades algebraicas, nosotros consideramos el
espectro maximal de una k-algebra, ademés es importante remarcar que en esta
monografia los espacios anillados son en realidad de k-algebras.



Capitulo 1

Preliminares

En esta monografia todos los anillos considerados son conmutativos y con
unidad, la principal referencia para los resultados del algebra conmutativa es
[1].

En este capitulo definiremos el concepto de variedad algebraica afin como el
espectro maximal de una k-algebra con cierta estructura de espacio topologico.

Luego, para definir una variedad algebraica lo haremos a través de un haz
de k-algebras en espacios topologicos. Entonces dedicaremos una seccién para
tratar el tema de haces y algunas de sus propiedades.

También introduciremos el concepto de dimension de una variedad algebrai-
ca. Para esto hablaremos de tres aspectos importantes que se relacionan entre si
a la hora de hablar de una variedad algebraica: la dimension de un espacio to-
poldgico, la dimension de un anillo y el grado de trascendencia de una extension
de cuerpos.

La idea de este capitulo es presentar las variedades algebraicas. Si bien gran
parte del contenido puede encontrarse en un curso béasico de introduccion a la
geometria algebraica, se le da un enfoque muy personal; se intenta, entre otras
cosas, que las ideas presentadas sean facilmente generalizables al contexto de
esquemas. En lineas generales seguimos [2] y como complemento usamos [6] y
[10].

1.1. Variedad algebraica afin

Definiciéon 1.1.1. Sea A un anillo conmutativo con unidad. Definimos el es-
pectro mazimal de A como el espacio topologico cuyo conjunto subyacente es:

Spm(A) = {M C A/ M es un ideal maximal de A}
y cuya topologia es la que tiene como base los conjuntos:

Spm(A); ={M € Spm(A) / f ¢ M} para f € A.

7
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Llamemos X = Spm(A) y verifiquemos que los conjuntos X; forman una
base de una topologia para X:

1. U Xy = X, se debe a que si M es un ideal maximal entonces M & A
feA
por lo tanto existe f € A tal que f ¢ M.

2. Sean fy g € A, entonces
MeX;nX,eofédMygé¢Me fg¢d Mo Me Xy,
luego Xy N X, = Xyg.

3. Observemos que, como el elemento nulo 0 € A pertenece a todo ideal de
A, tenemos en particular que Spm(A)y = @, el conjunto vacio.

Definicion 1.1.2.

1. Diremos que una k-algebra A es reducida si no tiene elementos nilpotentes
diferentes del nulo, es decir que si A es reducida y a € A es tal que a™ = 0,
con n € N, entonces a = 0.

2. Diremos que una k-algebra es afin si es finitamente generada y reducida.

Ejemplo 1.1.3.

1. Toda k-algebra que sea un dominio de integridad es reducida dado que no
tiene divisores de cero. El dlgebra de este tipo que juega un rol central en
la teorfa es el anillo de polinomios con n indeterminadas, k[z1,. .., z,].

2. El algebra de matrices n X n con coeficientes en k, M, (k), es finitamente
generada, de hecho es un k-espacio vectorial de dimension finita, pero no
es reducida. Aunque, claramente, no es un algebra conmutativa. Como
un ejemplo de un algebra conmutativa y finitamente generada que no es
reducida tenemos k[z]/(x?), la clase de la indeterminada z es no nulo pero
elevado al cuadrado resulta el elemento nulo.

Definicion 1.1.4 (Variedad afin). Diremos que la terna (X, A, ) es una k-
variedad algebraica afin o, simplemente, una variedad afin si X es un espa-
cio topologico, el conjunto A es una k-dlgebra afin y ¢ : X — Spm(A) un
homeomorfismo. Diremos que el espacio topologico X es el espacio topoldgico
subyacente de la variedad afin y muchas veces nos referiremos a la variedad
afin mencionando sélo el espacio topologico X sin especificar el algebra y el
homeomorfismo asociados.

Observacién 1.1.5. Es evidente que si A es una k-algebra afin, entones Spm(A)
es una variedad afin dada por la terna (Spm(ALA, id)7 donde id : Spm(A) —
Spm(A) es el mapa identidad.

Si] C Aesunideal e Y = {M € Spm(4) / I € M} C Spm(4), la
correspondencia entre los ideales de A que contienen a I y los ideales de A/T
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establece un homeomorfismo ¢: Y — Spm(A/I) donde Y tiene la topologia
relativa (heredada de Spm(A)), entonces la terna (Y, A/I, ¢) es una variedad afin
(ver proposicion 1.1.32). Observar que el conjunto Y es un cerrado de Spm(A)
v que todo cerrado es de ese tipo para algtun ideal I C A, por lo que cualquier
cerrado de una variedad afin es una variedad afin.

Ahora veamos qué pasa con un abierto basico de una variedad afin, particu-
larmente un abierto basico de Spm(A). Para eso usamos la siguiente notacion.

Notacion: Si A es un anillo y P C A es un ideal primo denotamos por Ap al
anillo de fracciones S~'A4 donde S = A\ P. Si 0 # a € A denotamos por A, al
anillo de fracciones S~ A donde el conjunto multiplicativo es S = {a™ / n > 0}
(ver en [1, Capitulo 3|).

Si A es una k-algebra afin, entonces A, es una k-algebra afin; en efecto, si

ai,...,ay, son los generadores de A, entonces ¢ an L generan A,; ademas,
b

T""’T’ a
si (GT)" = 0 entonces b" = 0 y como A es reducida b = 0.

Observacion 1.1.6. Sean A una k-algebra afin, X = Spm(A) y 0 # f € A.
Veremos que el abierto Xy = {M € X : f ¢ M} puede ser visto como una
variedad afin definiendo un homeomorfismo ¢: Xy — Spm(Ay). Consideremos
el conjunto multiplicativo S = {f™ / n > 0} y para cada M € Spm(A) el
conjunto ST'M = {2 / m € M,s € S} que es un ideal de Ay = S7'A4 ,
entonces definimos ¢(M) = S™!M; en efecto, veamos que S™'M € Spm(Ay):
si M € Xy es un ideal maximal, f ¢ M por lo que SN M = @, entonces
S™IM G Ay (1 ¢ ST'M) es maximal ya que si ¢ ¢ S~'M se tiene que a ¢ M,
pero M es maximal asi que (a, M) = A (el ideal generado por a y M), por lo
que existen b € A\ M, m € M tales que

ab+m = 1.

Entonces
ab m 1

s1 s S

que es una unidad de Ay, por lo tanto S™'M es maximal porque junto con
cualquier elemento % ¢ S~1M genera todo el anillo Ay. Por otro lado, todo
ideal primo de Ay es de la forma S™!P para algin P C A primo tal que
PNS = & (esta correspondencia es biyectiva [1, Proposicion 3.11]). Como todo
ideal maximal en particular es primo, entonces todo ideal maximal de Af es de
la forma S~™'P con P C A primo. Pero P debe ser maximal, porque si P C M
donde M es maximal, entonces S™1P = S~!M (es maximal), de donde P = M
([1, Proposicion 3.11]). Asi que ¢ establece una biyeccion entre Xy y Spm(Ay).
Que esta biyeccion es continua con inversa continua (donde X tiene la topologia
relativa, es decir que un abierto bésico es de la forma X ;N X}, = Xyp,) se deduce
de la siguiente igualdad:

©(Xgn) = Spm(Ay)
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que vale para todo h € A y para todo s € S:

S™'M € Spm(A;)n & g ¢S 'M e h¢ Me fh¢ M (porque f ¢ M)
S MeXpy o STM=9(M) e o(Xh).

Se concluye entonces que la terna (Xy, As, @) es una variedad afin.

1.1.1. Conjuntos algebraicos

Presentaremos ahora los conjuntos algebraicos de k™ y sus propiedades; un
conjunto algebraico sera el espacio topologico subyacente de una variedad afin,
y reciprocamente, el espacio topologico subyacente de una variedad afin es ho-
meomorfo a un conjunto algebraico (ver proposiciones 1.1.32 y 1.2.38).

Definicién 1.1.7. Seaa = (aq,...,a,) € k™, denotamos por €, : k[z1,...,2,] —
k al mapa evaluacion en a, definido como el tinico morfismo de k-algebras tal
que €4(x;) = a; para todo i =1,...,n.

Observacion 1.1.8. Sea 1 : k[zy,...,2,] — kK< el morfismo de k-algebras
dado por ¥ (f)(a) = eu(f). Como k es infinito (ya que es algebraicamente ce-
rrado), tenemos que v es inyectivo [9, 1. §1. Proposition 5.]. Entonces dado un
polinomio f € k[z1,...,x,], este se identifica con una tnica funcién de k™ en
k por medio del morfismo 1. A partir de ahora veremos a los polinomios como
funciones y usamos la misma notacion para un elemento f € k[zy,...,2,] y su
imagen por 1, es decir que adoptamos la notacion f(a) := ¢(f)(a) y decimos
que estamos evaluando el polinomio f en a; asimismo también decimos que el
polinomio f se anula en un punto a € k™, o que a es un cero de f, si f(a) = 0.
Sera ttil ademas usar la notacion usual de restriccion de funciones f|x para un
polinomio f restringido a un conjunto X C k™.

Definicién 1.1.9. Sea S C k[z1, . .., z,] un subconjunto no vacio de polinomios
del anillo de polinomios en n indeterminadas. El conjunto algebraico definido
por S es el conjunto

V(S)={ack™/ f(a) =0Vf e S}
En otras palabras, V(S) son los ceros comunes de los polinomios de S.

Notaciones: Sean A un anillo, 7,5 C A dos subconjuntos no vacios de A e
I C A un ideal de A. Entonces (S) denota el ideal generado por S; T'S es el
conjunto {ts€ A /teT,se€ S}ty

VI ={a€e A/a" e I para algin nimero natural n > 0}

el radical de I. Recordamos que un ideal I se dice radical si /I = T; el conjunto
VT es el menor ideal radical que contiene a I. Observar que para todo ideal T
se cumple I c /1.
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Proposicion 1.1.10. Sean S,T C k[z1,...,xz,] dos subconjuntos del anillo de
polinomios.

1. §i S C T, entonces V(T') C V(S5).

2. V(S) =V((S)).

3. V(S)UV(T) =V(ST).

4. Sea{Sa},cq una familia arbitraria de subconjuntos deklxy, ..., x,] donde

Q es un conjunto de indices, entonces ﬂ V(Se) =V (U Sa>.

aeq) ae

5. 5i S en un ideal, entonces V(S) =V (\/g)

Demostracion.

1. Si a € k™ anula los polinomios de T' entonces en particular, como S C T,
a anula los polinomios de S.

2. Dado que S C (S) se tiene que V((S)) C V(S). Para probar la otra
inclusion sean a € V(S) y f € (S). Consideremos $1,...,8 € Sy g1,...,9r €
k[zy,...,z,] tal que f = g181 + -+ + grs;, entonces f(a) = gi(a)s1(a) +--- +
gr(a)sy(a) = 0 ya que para todo i, s; € S 'y a € V(S). Entonces f(a) = 0 para
todo f € (5), asi que a € V((S)).

3. Sea a € V(S)UV(T). Sin pérdida de generalidad suponemos que a € V(S),
asi que f(a) = 0 para todo f € S y por lo tanto, si g € V(T), tenemos que
(fg)(a) = f(a)g(a) = 0. Entonces a € V(ST).

Sea a € V(ST) y supongamos que a ¢ V(S). Entonces existe f € S tal que
f(a) # 0, pero (fg)(a) = f(a)g(a) = 0 para todo g € T, por lo tanto a € V(T).

4. ae ﬂV(Sa)@f(a):OerSaVaEQ@aEV<U Sa>.

acl) ae

5. Como S C /S entonces V <\/§) C V(S). Para probar la otra inclusion,
tomemos a € V(S) y f € V/S. Existe n > 0 tal que f* € S, entonces f"(a) =
(f(a))® =0 €k y por lo tanto f(a) =0, asi que a € V (\/5) O

Observacién 1.1.11. 1. Por la proposiciéon 1.1.10 los conjuntos algebraicos
son ceros comunes de ideales de k[xy,...,x,]. Debido al teorema de la
base de Hilbert [1, Theorem 7.5] si I es un ideal de k[z1,...,x,] existen
fioooo,fr € I tal que I = (f1,..., fr), entonces V(I) = V(f1,..., fr).
Mas aun, si S C Kk[z1,...,2,] es un conjunto de polinomios, entonces
existen una cantidad finita de elementos ¢1,...,g, € S tal que V(S) =
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V(g1,---,9m); esto es debido a que V(S) =V ((S)) y un generador finito
del ideal (S) es posible hallarlo contenido en S.

2. Sily 0 son la unidad y el nulo de k[z1, ..., x,] respectivamente, es claro
que V(0) = k™ y V(1) = @. Por lo tanto, considerando ademas los items 3
y 4 de la proposicién 1.1.10, vemos que los conjuntos algebraicos cumplen
las condiciones de ser cerrados de una topologia para k™.

Definicién 1.1.12. Llamamos topologia de Zariski a la topologia en k™ cuyos
cerrados son los conjuntos algebraicos. Usamos la notaciéon A™ para referirnos
al espacio k™ con esta topologia. Si f € k[z1,...,z,], A? denota el conjunto
abierto que es complemento de V(f) en k™, es decir:

F=V()*={ac A}/ f(a) #0}.
Cuando X C k™ es un conjunto algebraico definimos:
Xf =XnN ?7
es decir Xy ={z € X/ f(x) # 0}.

Observacion 1.1.13. La topologia de Zariski es T7, es decir que los puntos

son cerrados; en efecto, si a = (ay,...,a,) € A" y consideramos los polinomios
x; —a; € kK[zq,...,z,] para i =1,...,n tenemos que:

{a} =V(z1 —a1,..., 2y —ap).
Lema 1.1.14. Los conjuntos A? con f € K[zy,...,x,] constituyen una base de

la topologia de Zariski para A™.

Demostracion. Sea U C A™ un abierto. Entonces U€ es un cerrado de A”, luego
es de la forma U® = V(f1,..., fr) con f; € k[z1,...,z,] (observacion 1.1.11).
Por lo tanto, considerando la proposicién 1.1.10, tenemos que:

Ue =V
i
y tomando complementos resulta que:

U= (M) =Uvtrr =Ua.

Concluimos en particular que todo subconjunto abierto de A™ es union finita de
abiertos de la base. O

Observacion 1.1.15. Si X es un conjunto algebraico y lo dotamos de la topolo-
gia inducida de A™ entonces es claro que los conjuntos Xy con f € k[z1,. .., z,]
forman una base para esta topologia. Dichos abiertos basicos, verifican ademés
la siguiente propiedad:

XrNXy=Xyg;

en efecto, f(z)g(x) #0siy solosi f(z) #0y g(x) #O0.
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Definicion 1.1.16. Decimos que un espacio topologico es compacto si todo
cubrimiento por abiertos tiene un subcubrimiento finito.

Lema 1.1.17. Todo subconjunto abierto de A™ es compacto. En particular A™
es compacto.

Demostracion. Sea U C A™ un conjunto abierto. Para probar que es compac-

to es suficiente considerar un cubrimiento por abiertos de la base. Sea S C
k[z1,...,2,] y U =U;cg A}, entonces

UC = (&) = () V() = V(S).

fes fes
Por la observacion 1.1.11 existen una cantidad finita f1,..., f,. de elementos de
S tal que V(S) = V(f1,..., fr) = Ni=y V(fi). Entonces U = |J;_, A} O

Corolario 1.1.18. Todo conjunto algebraico, considerado como subconjunto de
A" es compacto.

Demostracion. Se deduce de que A™ es compacto y los conjuntos algebraicos
son cerrados en A”. O

Observacion 1.1.19. Observar que en la definicion 1.1.16 de espacio compacto
no imponemos que el espacio sea de Hausdorff. En la literatura sobre geometria
algebraica, a un espacio topoldgico de este tipo se le suele llamar casi-compacto.
De hecho, el espacio A™ (con k infinito) no es de Hausdorff si n # 0. Por ejemplo,
en A' la topologia de Zariski es la topologia de los complementos finitos (los
conjuntos abiertos no vacios son los que tienen complemento finito), asi que
todo par de abiertos no vacios se intersectan, por lo que en particular no es de
Hausdorff.

Veremos més adelante que A™ es un espacio topologico noetheriano (1.4.4),
por lo tanto (lema de Zorn mediante) es compacto.

1.1.2. El teorema de los ceros de Hilbert

Recordamos que el cuerpo k es algebraicamente cerrado, esta es una hipotesis
fundamental en esta subseccion.

El teorema de los ceros de Hilbert puede enunciarse de varias maneras
equivalentes, ttiles en diferentes contextos, quizas el mas natural es que si
I ¢ klzy,...,2,] es un ideal propio, entonces V(I) # &, es decir que un conjun-
to de polinomios que generan un ideal propio del anillo de polinomios siempre
tienen algtin cero en comin.

Comenzamos enunciando una versiéon algebraica del mismo, que se puede
deducir del siguiente lema que nos da ciertas condiciones suficientes sobre una
extension B C A de anillos para que todo morfismo f: B — k se pueda extender
a todo A.



14 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Lema 1.1.20. Sean B C A dominios integrales, tal que A es finitamente gene-
rada sobre B (como B-dlgebra). Seav € A un elemento no nulo. Entonces existe
u € B no nulo con la siguiente propiedad: dado cualquier morfismo f: B — k
tal que f(u) # 0 existe f: A — k morfismo tal que flg = f y f(v) #0.

Demostracion. [1, Prop. 5.23]. O

El siguiente resultado es una de las formas usuales de enunciar el teorema
de los ceros de Hilbert.

Teorema 1.1.21 (Teorema de los ceros de Hilbert). Si A es una k-dlgebra
finitamente generada tal que A también es un cuerpo, entonces A = k.

Demostracion. Si en el lema 1.1.20 tomamos B =k, v =1y f =id: k — k,
entonces f se puede extender a un morfismo de cuerpos f : A — k, pero como
todo morfismo de cuerpos es inyectivo tenemos que A = k. O

Observaciéon 1.1.22. Sean a = (ay,...,a,) € k™, M, = {(x1 —ay,..., 2, —
an) C Kk[z1, ...,z v €q : K[z1,...,2,] = k el mapa evaluacion en a. Notemos
que aunque k no sea algebraicamente cerrado, si f € k[zq,...,x,], aplicando
el algoritmo de division [9, 2. §3. Teorema 3| dividiendo f entre z1 — ay, 25 —
as,...,T, — a, se obtiene:

f=(@1—a)g + (xa—a2)ga+ -+ (xp — an)gn + 7

donde ¢;,r € k[z1,...,2,] y ademas r es una combinacion lineal de monomios
de los cuales ninguno es divisible por los x;, por lo que r € k. Si tenemos
que f € ker(e,), entonces r(a) = 0, asi que r = 0, por lo tanto tenemos que
ker(e,) C M,. Es claro que M, C ker(e,), entonces M, = ker(e¢,). El mapa
evaluacion en a es sobreyectivo y por lo tanto k[xy,...,2,]/M, = k, entonces
M, es un ideal maximal. Como estamos considerando que nuestro cuerpo de
base es algebraicamente cerrado, el siguiente teorema (1.1.23) nos garantiza que
todo ideal maximal es de esa forma.

Notacion: De aqui en mas, cuando a = (aq,...,a,) € k™ adoptamos la nota-
cion:

M, ={x1—a1,...,&y, — ap).
Teorema 1.1.23. Si M C k[z1,...,z,] es un ideal mazimal, entonces existe

a € k™ tal que M = M,.

Demostracion. Sea A = Kk[z1,...,x,]/M. Entonces A es una k-algebra finita-
mente generada que también es un cuerpo. Si restringimos la proyeccion ca-
noénica 7 : k[zy,...,z,] — A al cuerpo k, tenemos un morfismo de cuerpos
mlk: k — A dado por w|x(A) = A+ M. Por el teorema 1.1.21 tenemos que
A = k, asi que el mapa i tiene que ser un isomorfismo. Por lo tanto para
cada x; con i € {1,...,n} existe un tnico a; € k tal que m(a;) = x; + M, es
decir que z; — a; € M, entonces (x1 — ay,...,Z, — an) C M, lo que implica
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que M = (z1 —as,...,2n — an) ya que este ideal es maximal como vimos en la
observacion 1.1.22. O

Ejemplo 1.1.24. En el teorema 1.1.23 es imprescindible que k sea algebraica-
mente cerrado. Por ejemplo, en R[z], el ideal M = (x2+1) es maximal (porque el
polinomio 22 + 1 es irreducible en R[z]) y no se puede generar por un polinomio
de grado 1, es decir no existe a € R tal que M = (z — a). Ademas la R-algebra
R[z]/M es un cuerpo isomorfo a C y no a R; en efecto, la unidad imaginaria
i € C es rafz del polinomio irreducible 2% 4 1, por lo que C = R[] = R[z]/M.

Proposicion 1.1.25. Si I C klz,...,z,] es un ideal y a € k™, entonces
ae€V(I) siysolosil CM,.

Demostracion. Sea a € V(I), entonces ¢,(f) = 0 para todo f € I, por lo tanto
I C ker(eq) = M, (ver la observacion 1.1.22).

Si I C M,, tenemos que V(I) D V(M,) = {a} (ver observaciéon 1.1.13). O

A partir de un ideal I de k[zy,...,z,] obtenemos un conjunto algebraico
V(I) C k™. Ahora definiremos, a partir de un subconjunto de k™, un ideal de
k[z1,...,2,] y veremos que hay una correspondencia biyectiva entre los ideales
radicales de k[z1,...,x,] y los conjuntos algebraicos de k™; en particular los
ideales maximales se corresponden con puntos de k™ (teorema 1.1.23). Dicha
correspondencia permite demostrar que el espacio A™ es el espacio subyacente
de una variedad afin cuya algebra asociada es k[z1,...,z,] (ver la proposicion
1.1.32).

Definicién 1.1.26. Sea X C k™ un subconjunto arbitrario, definimos Z(X)
como el conjunto:

IX)={f €eklz1,...,z,] )/ fla) =0V a e X} Cklxy,...,x,]

Notemos que Z(X) es un ideal de k[z1,...,z,]; en efecto, si dos polinomios
se anulan en X también lo hace su suma, y el producto de un polinomio que
se anula en X por cualquier otro polinomio, también se anula en X. Ademas es
claro que Z(@) = klz1, ..., z,] e Z(k™) = {0}.

Si f € Kk[zy,...,2,] y X C k™, como estamos considerando que los poli-
nomios son funciones definidas en k™ a valores en k y también adoptamos la
notacion f|x de restriccion de funciones, entonces podemos decir que f € Z(X)
siy solosi flx =0.

Proposicion 1.1.27. Sean X,Y C k" dos subconjuntos. Entonces
1. Elideal Z(X) es radical.
2. Si X CY, entonces I(Y) C I(X).
3. I(XUY)=Z(X)NZ(Y).
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4. X C V(I(X)).

Demostracion. 1. Sea f € k[z1,...,z,] tal que f* € Z(X) con n > 0. Como
f"(a) = (f(a))™ = 0 € k para todo a € X, se tiene que f(a) = 0 para todo
a € X, entonces f € Z(X).

2. Es suficiente observar que si f es un polinomio que se anula en Y, entonces
f se anula en X yaque X CY.

3. Como X, Y C X UY, por el item 2 tenemos que Z(X UY) C Z(X) e
Z(XUY) CZ(Y), entonces Z(X UY) C Z(X) NZ(Y).

Si feZ(X)NZ(Y), entonces flx =0y fly =0, por lo tanto f|xuy =0,
asi que tenemos la igualdad Z(X UY) =Z(X) N Z(Y).

4. Como f € Z(X) siy solosi f|x =0, tenemos que para todo a € X y para
todo f € Z(X) se cumple que f(a) =0, entonces X C V(Z(X))) por definicion
de conjunto algebraico. O

Lema 1.1.28. Si I C k[z1,...,2,] es un ideal, entonces /I C Z(V(I)). En
particular I C Z(V(I)).

Demostracion. Comenzamos con el caso particular: si f € I entonces f|y ) =0
ya que V(I) son los ceros comunes de I, por lo que f € Z(V(I)) y entonces
tenemos la inclusion: I C Z(V(1)).

Ahora, como Z(V(I)) es un ideal radical (proposicion 1.1.27) tenemos que:

VI c VIV(I)) =Z(V()).
O]

Proposicién 1.1.29. Si X C k™ es un subconjunto y X denota su clausura
con la topologia de Zariski, entonces X = V(Z(X)).

Demostracion. De la proposicién 1.1.27 sabemos que
X c V),

entonces:

Z(X) D Z(V(J)).
Por el lema 1.1.28 sabemos que Z(V(J)) D J, por lo tanto
V(Z(X)) cV(J),
lo que prueba la proposicion. O

Observaciéon 1.1.30. Si X C k™ consta de un s6lo punto: X = {a}, entonces
Z(X) = M,; en efecto, Z(X) son los polinomios que se anulan en a, es decir
Z(X) = ker(e,) = M, (ver la observacion 1.1.22).
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Otro enunciado del teorema de los ceros de Hilbert, en su version geométrica,
es el siguiente.

Teorema 1.1.31. Sea I & Kk[z1,...,z,] un ideal propio, entonces:

1. V(I) # @.

2. VI = Naresm M, donde M es el conjunto de ideales mazimales dek(z1, ..., zy]
que contienen a I.

3. (V1)) =1

Demostracion. 1. Como I es un ideal propio, existe un ideal maximal que
contiene a I [1, Corolario 1.4]. Por el teorema 1.1.23 este ideal maximal es
de la forma M, con a € k™. Entonces V(I) D V(M,) = {a} (observacion
1.1.13). Luego V(I) # @.

2. Como el radical de un ideal es igual a la interseccion de todos los ideales
primos que lo contienen [1, Proposicién 1.14.], la inclusion v'I C ;e g M
es trivial, ya que los ideales maximales son primos.

Para probar la otra inclusion, sea

fe [ McCkz,... ..

MeM
Consideremos k[z1,...,2,][y] = k[z1,...,2n,y] el anillo de polinomios
con n+ 1 indeterminadas. Observar que el anillo k[x1, ..., 2,] se identifica
canonicamente con un subanillo de k[z1,...,z,,y] y podemos considerar

que f € k[x1,...,Zn,y]. Sea J el ideal de k[z1,...,z,,y] generado por I
y el polinomio 1 — yf:

J=A(I,1—yf) Cklz1,..., 2,y

Veamos que V(J) = @ en k"*!. Para evitar confusiones usamos la nota-
cion YV +1(S) para indicar el conjunto algebraico de k"*! definido por un
subconjunto S del anillo de polinomios en n + 1 indeterminadas. Asi, con
esta notacion, queremos probar que V" *1(.J) = @. Debido a la proposicion
1.1.10 (4) tenemos que:

VL) = vl n vt (L — yf).

Observar que si a = (a,...,a,) € k" y @ = (a1,...,an,b) € k"TH
entonces para todo g € k[z1,...,2,] CK[z1,...,2,,y] se tiene que €,(g) =
€a(g). Por lo tanto a € V" 1(I) si y solo si a € V(I), que es no vacio por
1. Tomemos un elemento @ = (ay,...,a,,b) € V**1(I), un cero comin
de I en k"*!. Por la proposiciéon 1.1.25 tenemos que I C M,. Por otro
lado f esta contenido en todos los ideales maximales de k[x1, ..., z,] que
contienen a I, asi que f € M,, por lo que 0 = €,(f) = €;(f). Entonces
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ea(l—yf) = ea(l)—ea(y)ea(f) = 1, por lo que G no es un cero del polinomio
1 — yf asf que no hay ceros comunes para ideal J en k™*!. Esto implica,
por 1, que J = k[x1,...,2,,y] y por lo tanto existen fi,...,fm € I C
k[z1,...yzn] ¥ 91,y Gm, g € K21, ..., Zpn,y] tales que

]-:flgl+"'+fmgm+(]-_yf)gGk[xlvu'vxnvy]' (11)

Sea k(z1,...,x,) el cuerpo de fracciones de k[z1,...,x,] (ver [1, Capitu-
lo 3]). Como f € k[zy,...,2z,] \ {0}, si en la ecuacion (1.1) hacemos la

sustitucion y = % obtenemos la siguiente igualdad en k(x1,...,x,):

1 1
1:flgl(m1,...,xmf +-~-+fmgm(m17...,mn,

7 7
Multiplicando por f”, donde r es el grado mayor en y de los polinomios
gi, podemos eliminar denominadores y obtener la siguiente igualdad en

k[z1,..., 2]

L 1 . 1

f :f flgl(xlu'-'uxnaf)—i_"'—i_f fmgm(x17--~7xn7?>>
donde ahora frgi(xl,...,xn,%) € k[z1,...,2,) paratodoi=1,...,my

como f; pertenece I para todo i, entonces f” € I, por lo tanto f € /1.

3. Del lema 1.1.28 tenemos la inclusion /T € Z(V(I)). Como vimos en el item
anterior, el radical de I es la interseccion de todos los ideales maximales
que lo contienen, entonces para probar la otra inclusiéon consideramos M
un ideal maximal que contiene a I, queremos ver que Z(V(I)) esta con-
tenido en M. Por el teorema 1.1.23, existe a € k", tal que M = M,.
Entonces:

V(I) D V(M) = {a}
TOV(I)) € Z({a}) = M.

Asi que Z(V(I)) esta contenido en todos los ideales maximales que contie-
nen a I, por lo tanto Z(V(I)) C V1.

O

En la proposicion que sigue (1.1.32) probaremos que si I & klx1,...,2,] es
un ideal propio, entonces el conjunto algebraico V(I) es el espacio topologico
subyacente de una variedad afin cuya algebra asociada es k[x1, ..., ;] / V1. Ob-
servemos que debido a la proposicion 1.1.10, podemos considerar que I es un
ideal radical. Sea I un ideal radical y A = k[z1,...,z,]/I. Como hay una corres-
pondencia biyectiva entre los ideales maximales de A y los ideales maximales
de k[z1, ..., z,] que contienen a I [1, Proposicién 1.1], dada para cada a € V(I)
por M, — M, + I, donde I C M, y M, + I denota al ideal maximal de A cuyos
elementos son las clases de equivalencia de los elementos de M, moédulo I; esto
permite definir un mapa ¢y : V(I) — Spm(A4) dado por ¢;(a) = M, + I.
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Proposicion 1.1.32. Sea I ¢ k[z1,...,2,] un ideal radical. Consideremos
la k-dlgebra A = K[z1,...,2,]/1 y el mapa ¢; : V(I) — Spm(A) dado por
vr(a) = M, + I. Entonces la terna (V(I), A, ¢r) es una variedad algebraica
afin.

Demostracion. Es importante remarcar que M, + I representa un elemento de
un cociente, en particular en este caso M, + I € A, donde I C M,. Sabemos
que A es una k-dlgebra finitamente generada (es el cociente de un anillo de
polinomios) y es reducida porque I es radical. Queremos probar que ; es un
homeomorfismo. Primero veamos que es inyectivo: sean a,b € V(I) tal que
M,+1=My+1.Sif e M,, entonces existe g € My, tal que f—g € I C M, asi
que f(b) — g(b) = 0y por lo tanto f(b) = 0 ya que g(b) = 0, entonces f € M.
Esto muestra que M, C My, pero como son ideales maximales, necesariamente
M, = M, y por lo tanto a = b, lo que prueba que ¢; es inyectivo. Es claro que
@1 es sobreyectivo debido a que los ideales maximales de k[z1, ..., z,] son de la
forma M, con a € k™ y los de Spm(A) son de la forma M, + I. Ahora veamos
que @y es continua: sea Spm(A)syr = {M +1 € Spm(A) / f+1 ¢ M + 1}
un abierto basico de Spm(A), donde f € k[x1,...,z,] (ver la definicién 1.1.1),
entonces:

o7 (Spm(A) 1) = {a e VU

(1) /¢r(a) = Mq + 1 € Spm(A) i1}
={aeV{

(

(

/] f+I1¢ M,+1}
[ f ¢ M}
/ f(a) # 0}

={acV({
={acV(
=V()y,

—_— — ~— —

que es un abierto basico de V(I) (ver la observacion 1.1.15). De manera similar
podemos ver que ¢; es un mapa abierto (siguiendo con la misma notacion):

pr(V) ) = {Ma+1 / a€V(I)s}
={Mo+1/acV(I),f(a)# 0}
= {M,+1/aeV(I),f¢M}
= Spm(A)f4r.

Como ¢ es biyectiva, continua y abierta, es un homeomorfismo. O

Observacion 1.1.33. Mencionaremos aqui que la proposicién 1.1.32 tiene un
reciproco: si (X, A, ) es una variedad afin, como A es una k-algebra finita-
mente generada, existe un morfismo sobreyectivo de k-algebras de un anillo de
polinomios en A:

g :K[zy,..., 2] = A,

por lo tanto existe un isomorfismo § : k[xy,...,2,]/ker(g) — A. Si llamamos
I = ker(g), como A es reducida (ver la definicion 1.1.2), tenemos que I es
radical. A través del isomorfismo § podemos considerar que el mapa ¢y : V(I) —
Spm (k[z1, . ..,x,]/1I) tiene codominio Spm(A), entonces la composicion ¢} 'ogp :
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X — V(I) de los homeomorfismos ¢ : X — Spm(A) y ¢; ' : Spm(A) — V(I) es
un homeomorfismo entre el espacio topologico subyacente X de la variedad afin
y el conjunto algebraico V(I). En la seccion 2 probaremos que son isomorfos
como espacios anillados (ver la proposicion 1.2.38).

Lema 1.1.34. Sean A y B k-dlgebras conmutativas y finitamente generadas,
a: A — B un morfismo de k-dlgebras y M € Spm(B). Entonces a~*(M) €

Spm(A).

Demostracion. Sea M C B un ideal maximal, entonces el cociente B/M es un
cuerpo y ademas una k-dlgebra finitamente generada, asi que por el teorema de
los ceros de Hilbert (1.1.21) se tiene que B/M = k. Consideremos M’ = a~(M)
y el morfismo de k-algebras @ : A/M’ — B/M inducido por a mediante el
diagrama

A 2 B

A/M' ——— B/M

a+ M +——ala)+ M

donde 7 y 7o son las proyecciones candnicas. Dado que que a(a) € M siy sblo
si a € M', se tiene que el morfismo de k-algebras @ es inyectivo, por lo tanto
A/M’ 2k y entonces M’ es maximal. O

Observacion 1.1.35. Observemos que el lema anterior no es valido en general
para un morfismo de anillos f : A — B. Por ejemplo, tenemos el mapa inclusion
f:Z — Q, de los enteros en los racionales, que es un morfismo de anillos. Pero
el ideal {0} C Q es maximal dado que Q es un cuerpo y f~1({0}) = {0} C Z

no es maximal en los enteros.

Definiciéon 1.1.36. El lema 1.1.34 permite definir el mapa o* : Spm(B) —
Spm(A) dado por o*(M) = a~*(M), donde a : A — B en un morfismo de
k-algebras finitamente generadas.

Lema 1.1.37. Sia: A — B es un morfismo de k-dlgebras finitamente genera-
das, entonces el mapa o : Spm(B) — Spm(A) es una funcidn continua.

Demostracion. Un abierto basico de Spm(A) es de la forma Spm(A), = {M €
Spm(A) / a ¢ M}, entonces
(a*) " (Spm(A)s) = {N € Spm(B) / a*(N) € Spm(A), }
={NeSpm(B) /a¢ a ' (N)}
= Spm(B)oz(a)a

que es un abierto de Spm(B). O



1.1. VARIEDAD ALGEBRAICA AFIN 21

Corolario 1.1.38. Si a: A — B es un isomorfismo de k-dlgebras finitamente
generadas, entonces a® es un homeomorfismo.

Demostracion. Como « es un isomorfismo, a* es biyectiva; entonces, por el lema
anterior, es suficiente probar que a* es abierta:

o (Spm(B);) = {a "(N) € Spm(A4) / N € Spm(B), }
={a""(N) € Spm(4) /b¢ N}
= {ofl N) € Spm(A) / a”l(b) ¢ ofl(N)}
= Spm(A)a-1(p),
que es un abierto de Spm(A), donde en la tltima igualdad hemos usado que o~ *

establece una biyeccion entre los ideales maximales de A y los ideales maximales
de B. 0
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1.2. Haces

Para poder seguir y dar una definicién correcta del objeto principal de la
teorfa, en nuestro caso la variedad algebraica, necesitamos el concepto de haz. En
esta seccion daremos la definicion de haz de k-algebras en espacios topologicos
que es lo que nos interesa, aunque se puede dar una definicién analoga para un
haz de objetos en otras categorias.

Primero recordemos algunas definiciones (ver, por ejemplo, [6]):
Definicion 1.2.1.

= Se dice que un conjunto S es dirigido si tiene un orden parcial < y para
cada par de elementos s,t € S existe r € S tal que s <ryt <r.

= Sea {A}ses una familia de k-algebras indexadas en un conjunto dirigido
S. Para cada par de algebras Ag, A; con s,t € Sy s <t sea g : As —
A; un morfismo de algebras. Diremos que la familia (As, pst)s,tes €s un
sistema directo (también llamado sistema dirigido o sistema inductivo) si
verifica:
1) pss : As — A es el mapa identidad para cada s € S.
2) Para todo par de morfismos pg; y pier, donde s < ¢ < r, se verifica que

Hir © st = Hsr-

» Sea (As, tist)s,tes un sistema directo de k-algebras. El limite directo o
limite inductivo (también llamado colimite) que denotaremos por lim Ay,
es una k-algebra A junto con morfismos de algebras us : As — A para
todo s € S tal que:

1) ps = pe © st para todo par de elementos s,t € S, con s < ¢.

2) A= s (4,)
3) Siexisten s € Sy a € A, tales que us(a) =0 € A, entonces existe t € S
con s <t tal que pg(a) = 0.
Observemos que por 1), la unién en 2) es creciente, en el sentido que si s < ¢
entonces ps(As) C pt(Ar); ademas si g (a) = 0 para algin s y algin ¢, entonces
tsr(a) = 0 para todo r tal que t < r.
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Observacion 1.2.2. El limite directo de k-dlgebras existe y es tinico a menos
de isomorfismos. Mas aun, esta caracterizado por la siguiente propiedad: si B
es una k-algebra y o, : As — B es una familia de morfismos con s € S tal que
Qs = Qy 0 lLg, entonces existe un tnico morfismo de k-algebras f : A — B tal
que fous = as para todo s € S.

as
‘s B

7

»

A
Hs
//H!f
A

La definicion de colimite puede darse por medio de esta propiedad universal.
En el caso de algebras se puede probar que dicho colimite existe con la siguiente
construccion: se considera la union disjunta de las dlgebras A, | |, g As, con una
relaciéon de equivalencia ~, donde a € A, es equivalente a b € A; si existe r € S,
cons <ryt<r,tal que s (a) = p1er (b). Entonces el cociente A = | | As/ ~
junto con las proyecciones canodnicas w5 : As — A es el limite directo del sistema
(As, pst). Omitimos los detalles de la prueba.

Definicién 1.2.3. Sean (X, 7) un espacio topologico, F = {F(U)}, una
familia de k-algebras indexadas en los abiertos de X y pyy : F(V) — F(U)
morfismos de k-algebras para cada U C V abiertos de X. Diremos que (F, pyy),
o simplemente F, es un haz de k-dlgebras en X si verifica:

1. F(@) =0 (en esta k-algebra se tiene que 1 = 0).

2. La familia {F(V), pyu} es un sistema directo (donde 7 esta ordenado por
inclusion: V < U siy s6lo si U C V). Es decir que se cumple:

a) puu = idry es la identidad en F(U).
b) SiU C V C W son abiertos de X, entonces el siguiente diagrama

conmuta:
FV)
PWV
f(W) PVU
PWU
FU)

3. Si U es un abierto de X, {V;};c; una familia de abiertos de X tal que
U =U,;Viy {si}icr una familia de elementos tal que s; € F(V;) con la
propiedad de que pv,v,nv; (si) = pv;vinv; (s;) para todo i,j € I, entonces
existe s € F(U) tal que pyy;(s) = s; para todo i € I. Si ademas para cada
i € I se tiene que pyy,(s) = 0, entonces s = 0.
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En la definicién anterior, los primeros dos items definen lo que usualmente se
llama un prehaz (de k-algebras, en este caso). Observar que estamos admitiendo
que en una k-algebra el elemento nulo pueda ser igual al elemento neutro para
el producto, en este caso el algebra es el algebra trivial {0} y el cuerpo k no
es un subanillo del algebra. Ademaés no existe un morfismo del algebra trivial a
una k-algebra no trivial, porque el 0 va al 0 y el 1 debe tener imagen 1. Si existe
para cualquier anillo A un mapa trivial A — {0}.

Con respecto a la nomenclatura: es usual escribir s|y para denotar pyy(s);
un elemento de F (V') es llamado una seccion de F sobre V' y los mapas pyy son
llamados restricciones. Si es necesario denotamos por Fx al haz para indicar
que es un haz sobre X.

Observacion 1.2.4. Es importante mencionar que en el tercer item de la de-
finiciéon 1.2.3, la condicién sobre el 0 es equivalente a pedir que exista un tnico
s € F(U) con la propiedad de que pyv,(s) = s; para todo i.

Definicion 1.2.5. Sean F y G dos haces en un espacio topologico X . Decimos
que G es un sub-haz de F y lo denotamos por G C F, si G(U) C F(U) para
todo abierto U C X y los mapas restricciéon de F inducen los mapas restricciéon
de G, es decir pf,,(s) = pf;y (s) para todo s € G(U).

Definicién 1.2.6. Sean X un espacio topologico y U C X un abierto de X. Si
F es un haz en X y consideramos a U con la topologia inducida de X, entonces
F induce un haz en U al que denotaremos por F|y. Dicho haz esta definido de
la siguiente manera: si V' C U es un abierto de U, entonces V es abierto en X,
por lo tanto definimos Fly (V) = F(V), y los mapas restricciones estan dados
simplemente por las restricciones del haz F. Es claro que F|y es un haz en U.

Ejemplo 1.2.7 (Haz de las funciones continuas). Sea (X, 7) un espacio topo-
logico. Para cada abierto U C X no vacio consideramos la k-algebra Cx (U) =
{f:U =k / f es continua}, donde k tiene la topologia de Zariski y Cx (&) = 0.
Entonces la familia de k-algebras Cx = {Cx(U)}, junto con los mapas res-
triccion pyy dados por la restriccion de funciones pyy(f) = flu iU # D y
pve = 0 forman un haz para X. Es claro que Cx verifica 1 y 2 de la definiciéon
1.2.3. El punto 3 se verifica definiendo s de tal forma que s|y, = s;; no hay
problema con la definicion ya que si V; N'V; # @ entonces s; y s; coinciden en
la intersecciéon. Ademas la funcién s es continua porque su restricciéon a cada
abierto es continua. La unicidad es inmediata en este caso.

Definicion 1.2.8. Dados un espacio topologico X y dos haces F y G en X,
un morfismo de haces ¢ : F — G es una familia de morfismos de k-algebras
pv : F(V) = G(V) para todo V abierto de X tal que el siguiente diagrama
conmuta para cada par de abiertos U C V C X:

2%

F(V)—=G(V)

P{/:Ul lﬂ%
FU)——=G(U)

Yu
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Si tenemos dos morfismos de haces ¢ : H — F y ¢ : F — G en X, entonces
se puede definir la composicion de estos morfismos Yo : H — G de la siguiente
manera: si V' C X es un abierto, (¢ o @)y = ¥y oy : H(V) = G(V) es la
composicion de morfismos de algebras. Si U C V es otro abierto, entonces el
siguiente diagrama conmuta

Si F es un haz en X, entonces se puede definir el morfismo identidad id” :
F — F, tal que para cada V C X abierto, estd dado por el morfismo identidad
id{, : F(V) — F(V) de k-algebras. Si U C V son dos abiertos entonces el
diagrama siguiente conmuta

A F
idy,

FV)——=F(V)

PVU\L lPVU

FU)——F(U)

A F
idy,

De la definicion se deduce inmediatamente que la composiciéon de morfismos
de haces es asociativa, es decir que dados tres morfismos de haces en X, ¢ :
H—> F,¢v:F —>Gy&:G — P tenemos que (o) op = o (Yo p);
ademas id” o p=@yvo id” = 1, por lo tanto tenemos una categoria donde
los objetos son los haces de k-algebras en un espacio topologico X y las flechas
son los morfismos de haces en X. Nos referiremos a esta categoria simplemente
como la categoria de haces en X. Un morfismo de haces ¢ : F — G en X es
un isomorfismo si es un isomorfismo en la categoria de haces en X, es decir si
existe un morfismo de haces 1 : G — F en X tal que ¢pop = id” y porh = id9.

Definicién 1.2.9. Sea F un haz sobre un espacio topologico X y =z € X un
punto. Sea 7, el conjunto de abiertos de X que contienen a x. Consideramos
en dicho conjunto el orden parcial dado por la inclusiéon: V' < U si y sélo si
U C V; por lo que 7, con este orden es un conjunto dirigido, ya que si U y V
son entornos abiertos de x, entonces UNV es un entorno abierto de x. Definimos
la fibra F, (a veces también denotada por Fx ,) de F en el punto € X como
ilgl/ F(V), es decir el limite directo del sistema directo {F(V), pvu ty e, -
Los elementos de F, pueden verse como clases de equivalencias de la si-
guiente manera: consideramos la unién disjunta de todas las secciones de F,
|_| F(V) con la siguiente relacion de equivalencia: sean s € F(V) y t €

zeVCX
F(U), s ~tsiy solosiexiste W C VNU abierto tal que x € Wy sl = t|w.
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Si s es una seccion, entonces denotamos por s, a la clase de s en F, y por
vy : F(V) — O, a las proyecciones candnicas my (s) = s,. El elemento s, es
llamado germen de s en .

Observacion 1.2.10. 1. La fibra F, de un haz F en un punto z es una k-
algebra, por ser el limite directo de una familia directa de k-algebras.

2. Si a: F — G es un morfismo de haces en X, entonces « induce un morfismo
g Fp — G, de k-algebra en las fibras, tal que para todo V abierto de X que
contiene a z, el siguiente diagrama conmuta:

FV) s g(V)

szgz

Definicién 1.2.11. Sean X e Y espacios topologicos, f : X — Y una funciéon
continua y F un haz en X. Definimos el haz imagen directa f.F en Y de la
siguiente manera: f,F(V) = F(f~1(V)) para todo abierto V de Y; las restric-
ciones son los mapas p(/[f = pf,l(v)f,l(m  F(fHV)) = F(f~HU)) donde
V' C U son abiertos.

Es facil ver que la imagen directa de un haz es un haz, por lo que omitimos
la prueba.

Observacion 1.2.12. Si f : X - Y y g : Y — Z son funciones continuas,
donde X, Y, Z son espacios topologicos y F es un haz en X, se tiene que el haz
(go f)«F en Z es igual al haz g. f..F; en efecto, si V' C Z es un abierto, entonces

(920)-F(V) = F((gof) (V) = F (577 (V) = £-F (g7 (V) = g f-F (V).

Definicion 1.2.13. Sean X e Y dos espacios topolégicos y f : X — Y una
funcién continua. Si ¢ : F — G es un morfismo de haces en X, definimos el
mapa

L fuF = G
dado para cada abierto V C Y por (fip)v = Pr-1(v)-

Es inmediato verificar que f.p es un morfismo de haces en Y:si V C U son
dos abiertos de Y, entonces el siguiente diagrama conmuta debido a que ¢ es
un morfismo de haces en X

£FO) L2 g

£FV) Y f g

donde los mapas verticales son los mapas restriccion dados en la definiciéon 1.2.11.
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Sip: F =Gy :G — H son dos morfismos de haces en X, entonces
f«( o @) = (fut)) o (fep); en efecto, si V' C Y es un abierto [f«(¢ o @)y =
(Wo)r-1vy = Yprv) o pr-1vy = (fi¥0)v o (fup)v. Ademés tenemos que
(f*idf)v = idf—l(v) = id(;F, es decir f,id" = id** | por lo tanto el mapa fx
es un functor de la categoria de haces en X en la categoria de haces en Y.

Definicién 1.2.14. Diremos que un par (X,F) es un k-espacio anillado o
simplemente un espacio anillado si X es un espacio topologico y F es un haz
de k-algebras en X.

Definicién 1.2.15. Sean (X, Fx) e (Y, Fy ) dos espacios anillados. Un morfismo
de espacios anillados es un par (f,¢): (X,Fx) — (Y, Fy),donde f: X - Y
es una funciéon continua y ¢ : Fy — f«Fx es un morfismo de haces en Y.

Observaciéon 1.2.16. Sean (f,¢): (X, Fx) — (Y, Fy) un morfismo de espacios
anillados y « € X. Para cada V C Y abierto tal que f(z) € V, consideramos el
morfismo de k-algebras ay : Fy (V) — Fx , dado por la composicion 7;—1(yy o
pv:

Fy (V) =2 L Fx(V) = Fx (1 (V) 2 P

donde 7 denota la proyeccion canénica. Como ¢ es un morfismo de haces y
los 7¢-1(v) son las proyecciones de las secciones sobre la fibra, se tiene que los
mapas «y conmutan con las restricciones de Fy, es decir ay = ays o p{,:"},
para todo par de abiertos V' C V C Y que contienen a f(z). Entonces, por la
propiedad universal del limite directo (ver la observacion 1.2.2), existe un tnico
morfismo ¢, : Fy,f(z) — Fx,» tal que para todo V' C Y abierto, con f(z) € V,

el diagrama conmuta:
ay

]:y (V) e ]:X,w

7
-
A% e
s Pz
s

Fy.f(a)
y tenemos la siguiente definicion.

Definicién 1.2.17. Diremos que ¢, es el morfismo inducido en las fibras por
el morfismo (f, ¢).

Ejemplo 1.2.18. Sea (X,F) un espacio anillado e id : X — X la funcion
identidad. Es claro que que los haces id.F y F coinciden; si consideramos
el morfismo de haces identidad id” : F — F = id, F , entonces el mapa
(id, id]:) (X, F) = (X,F) es un morfismo de espacios anillados al que lla-
maremos morfismo identidad.

Definiciéon 1.2.19. Sean (f,¢) : (X, Fx) — (Y, Fy) v (¢,¢) : (Y, Fy) —
(Z,Fz) dos morfismos de espacios anillados. Definimos la composicion (g, ) o
(f,¢) como el morfismo de espacios anillados

(gof7(g*<p)ow) : (Xv"rX) - (Z7]:Z)7
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donde go f : X — Z es la composicion de funciones y (g.¢) o ¥ es el morfismo
de haces en Z dado por la composicién de 1 con g.p:

(g« p)oy
Fz g« [+ Fx = (g0 f)«(Fx)

X g=p

9+ Fy

Es claro que la composicién de morfismos de espacios anillados es asociativa
y que para cada morfismo (f,¢) : (X,F) — (Y,G) de espacios anillados, se
tiene que (f,p) o (id|X,id}-) = (f,¢) = (id|y,idg) o (f,¢), entonces tenemos
una categoria donde los objetos son los k-espacios anillados y las flechas son los
morfismos de k-espacios anillados, llamaremos categoria de espacios anillados
a dicha categoria. Un isomorfismo de k-espacios anillados es simplemente un
isomorfismo en la categoria de espacios anillados.

Observacién 1.2.20. Si (f,¢) : (X, F) — (Y, G) es un isomorfismo de espacios
anillados y (g,%) es la inversa de (f, ), entonces es claro que f : X — Y es
un homeomorfismo y f~! = g. Ademas, por la definicion de composicion de
morfismos de haces, tenemos que (g.p) o = id” y (fsh) o p = id?, lo que
implica que ¢y es invertible para todo abierto V C Y y go‘_/l = Yp-1(vy. Asi
que (f, ) es un isomorfismo si y so6lo si f es un homeomorfismo y p: G — f..F
es un isomorfismo de haces en Y.

Definicién 1.2.21. Sean X e Y espacios topologicos y f: X — Y una funcién
continua. Si Fx C Cx y Fy C Cy son sub-haces de las funciones continuas en X
e Y respectivamente tal que para todo V' C Y abierto y para todo a € Fy (V)
se tiene que

ao flgvy € Fx(f7H(V)),
podemos definir el morfismo de haces en Y:

f#:fyﬁf*fX

dado por la pre-composicion con f, es decir, si V C Y esun abiertoy a € Fy (V),
definimos f(a) = a o fle-1(v)-

R Fr(V) = Fx(£71(V)
o+ O f‘f—l(v)
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SiV C U CY son abiertos, la conmutatividad del diagrama:

i
]:Y<U) I f*]:X(U)

L,

Fy (V) — £ Fx (V)

es inmediata debido a que las restricciones (los mapas verticales) son de funcio-
nes.

Ejemplo 1.2.22. Si X es un espacio topologico, entonces el par (X,Cx) es
un espacio anillado. Si f : X — Y es una funcién continua entre espacios
topoldgicos, entonces (f, f#) : (X,Cx) — (Y,Cy) es un morfismo de espacios
anillados.

1.2.1. Variedades afines como espacios anillados

En esta secciéon definiremos un haz, tanto para un conjunto algebraico como
para el espacio topoldgico subyacente de una variedad afin, pudiendo verlos de
esta manera como espacios anillados. Ya vimos que un conjunto algebraico de k™
puede verse como una variedad afin (proposicion 1.1.32). Méas atin, vimos que
tenemos una correspondencia entre los conjuntos algebraicos y las variedades
afines (ver la observacion 1.1.33). Probaremos mediante dicha corresponden-
cia que toda variedad afin es isomorfa, como espacio anillado, a un conjunto
algebraico (proposicion 1.2.38).

Definicion 1.2.23. Sea X un conjunto algebraico de k™. Decimos que una
funcién f : X — k es polinomial o regular en X si existe un polinomio p €
k[z1,...,z,] tal que f = p|x. Usamos la notacion k[X] para el conjunto de las
funciones polinomiales en X.

Observacion 1.2.24. 1. Si X C k™ es un conjunto algebraico, el conjunto
de funciones polinomiales k[ X ] es una sub-élgebra del algebra de funciones
kX. Si consideramos el morfismo de k-algebras R : k[xy,...,z,] — k¥
dado por la restriccion R(f) = f|x, entonces

k[z1,...,zp]

I )
donde I = ker(R) = Z(X) es un ideal radical, asi que k[X] no tiene
nilpotentes no nulos; por lo tanto el algebra k[X] es finitamente generada

y reducida, pero no necesariamente es un domino de integridad a menos
que X sea irreducible, pero esto lo vemos mas adelante.

Il

k[X] = R(k[acl7 .. ,xn])

2. Observar que si f € k[X] es una funcion polinomial y p € k[z1,...,x,] es
un polinomio tal que f = p|x, entonces X, = {z € X / p(x) #0} ={z €
X / f(z) # 0}, por lo que no hay riesgo de confusion si usamos la notacion
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Xy :={z € X/ f(z) # 0} cuando f es una funciéon polinomial en X. De
la seccion 1.1.1, se deduce inmediatamente que la familia de conjuntos X
con f € k[X] forman una base para la topologia de Zariski de X y que
X;NX, = Xy, para todo f,g € k[X].

. Al igual que como definimos un conjunto algebraico (los ceros comunes

de un conjunto de polinomios), podemos considerar para un conjunto de
funciones polinomiales S C k[X], los ceros de S (en X):

V(S)={x € X/ f(z) =0 para todo f € S}.

Es claro que sigue siendo valida la igualdad V(S) = V((S)), donde (S)
es el ideal generado por S en k[X] (ver la proposicion 1.1.10). Si 7 :
k[z1,...,z,] — k[X] es la proyeccion canodnica, hay una correspondencia
biyectiva (que preserva el orden de inclusiéon) entre los ideales J C k[X]
y los ideales de k[z1,...,7,] que contienen a I dada por J — 7~ 1(J).
Tener en cuenta que 7~ 1(J) es un ideal en el anillo de polinomios, y que
por lo tanto J son las funciones polinomiales que se obtienen restringiendo
dichos polinomios al conjunto X. Es decir, que cuando J C k[X] es un
ideal, tenemos que:

V(ﬂ' 1(J))
=V(=~'(J)) N )
=V(r~ 1(J)UI)
V(ﬂ' 1(J))

donde la tltima igualdad es porque 7~ !(J) es un ideal que contiene a I.
Por lo tanto el conjunto V(J) es un cerrado de X con la topologia de
Zariski y es claro que Xy = X \ V(f) para f € k[X].

. El &lgebra de funciones k[X] separa puntos de cerrados: si Y C X es un

cerrado contenido en X y z € X \ Y, se tiene que z ¢ Y =Y = V(Z(Y))
(proposicion 1.1.29), entonces existe p € Z(Y) C k[z1,...,z,] tal que

p(z) # 0, por lo que existe f = p|x € k[X] tal que fly =ply =0y

f(z) # 0. En particular si 2,y € X con z # y, existe f € k[X] tal que
f(x) # f(y).

. Por tltimo, la relacion entre los ideales de k[ X] y los ideales de k[z1, . . . , zp]

que contienen a I, hace corresponder ideales maximales, primos y radicales
con ideales maximales, primos y radicales respectivamente. Por lo tanto,
y debido al teorema de los ceros de Hilbert, hay una correspondencia bi-
yectiva (que invierte el orden de inclusion) entre los conjuntos cerrados
de X y los ideales radicales de k[X]. Si J,J' € k[X] son ideales tal que
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V(J) C V(J'), entonces
V(Wfl(J)) C V(Wﬁl(J/))
IV (x ) 2 Z(V(x~ ("))
VL) o /() enklxy, ..., x,]
VID> VI enk[X].

Lema 1.2.25. Si X es un conjunto algebraico y f : X — k es una funcion
polinomial en X, entonces f es continua con la topologia de Zariski.

Demostracion. La topologia de Zariski en k coincide con la topologia de los
complementos finitos, en otras palabras: un conjunto es cerrado si y solo si es
finito. Por lo tanto es suficiente con ver que la preimagen de un punto a € k, a
través de la funcion f, es un cerrado de X:

[ a)={zeX/ f(@)=a} ={z e X/ f(x) —a=0} = (X,)",
donde g = f —a € k[X]. O

Definicioén 1.2.26. Sea X un conjunto algebraicoy U C X un abierto. Decimos
que una funcion f : U — k es regular en x si existe un abierto V.C U con z € V/

y funciones g, h € k[X] tales que h(y) #0Vy e V y fly = (%) ‘V'

Si f : U — k es una funciéon regular en todo punto = € U, decimos que f es
regular en U. Denotamos por Ox (U) a las funciones regulares en U.

Observacion 1.2.27. Si consideramos V' C U dos abiertos de X, entonces el
mapa pyy : Ox(U) = Ox (V) dado por la restriccion de funciones pyy (f) =
flv es un morfismo de k-algebras. La familia {Ox(U) / U es abierto de X}
junto con los mapas restriccion pyy : U — V forman un haz de k-algebras
para X; es claro que que si f es regular en U, entonces f es continua (sigue
inmediatamente de la definicion y del lema 1.2.25), por lo tanto Ox es un sub-
haz del haz de funciones continuas Cx (ejemplo 1.2.7).

Definicion 1.2.28. Sea X un conjunto algebraico. Llamaremos haz de funcio-
nes requlares en X al haz dado en la observacion 1.2.27.

Ahora queremos identificar o describir el algebra de funciones regulares
Ox(U) en un abierto basico de un conjunto algebraico (teorema 1.2.31). Pa-
ra esto es ttil el siguiente lema y su corolario, que permite de alguna manera
controlar mejor el entorno de un punto donde una funciéon es regular.

Lema 1.2.29. Sea X un conjunto algebraico; sea U C X un abierto. Si f :

U — k es una funcion regular en x € U, entonces existen funciones polinomiales

g,7 € K[X] tales que x € X, CU y flx, = g
,

r
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Demostracion. Como f es regular en x, existen un abierto VC U con x € V' y
funciones polinomiales p, ¢ € k[X] tal que

flv = (1.2)

d
qlv
donde ¢(y) # 0 para todo y € V; por lo tanto V' C X,. Podemos tomar un
abierto basico X, con s € k[X], tal que x € Xy C V C X, entonces V({s)) D
V({(g)), por lo tanto s € /(q) (observacion 1.2.24), asi que existen k > 0y
h' € k[X] tal que s* = gh’. Como X, = X = X, N Xy, b no se anula en
X, por lo tanto podemos multiplicar por A’ el numerador y denominador de la
ecuacion 1.2 y obtener la igualdad:

flx, = 2|2
Xe T Ix, T SR Ixy
Tomando g = ph/ y r = s* terminamos la prueba. O

Corolario 1.2.30. Sea X wun conjunto algebraico y U C X wun abierto. Si
f:U — k es una funcion regular en U, entonces existen una cantidad finita de
funciones polinomiales g;, h; € k[X] coni=1,2... ,n tal que

_a
f‘Xhi - hz

Xh,

i

Demostracion. Debido a que U es compacto, se deduce inmediatamente del lema
1.2.29. O

Teorema 1.2.31. Sean X un conjunto algebraico y h € k[X] un elemento no
nulo, entonces k[ X, =2 Ox(Xp), en particular Ox (X) =2 k[X].

Demostracion. Para esta prueba seguimos [6, Lema 3.10 y Proposicion 3.11].

Veamos que es posible definir el siguiente mapa:

o : k[X}h — Ox(Xh)

g g
= = =X k
e PR T
. g _ g9(x)
es decir ® o (z) = 7 (z) para todo x € Xj,. Este mapa no depende de la
x

clase de equivalencia: si tenemos otro representante de hi" en k[X],, digamos
/

hg—m, entonces existe k > 0 tal que h*(g’h™ — gh™) = 0 en k[X], y como h no

se anula en X}, necesariamente se tiene que ¢g'h™ = gh™ en X}, y por lo tanto
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@) _ g
hm(z)  h(z)
esta manera es un morfismo de k-algebras. Probemos ahora que es inyectivo: si

g _ 0 en X}, es decir if’”(?:v))

para todo z € Xj;. Ademas es claro que el mapa definido de

o = 0 para todo x € X}, entonces g(z) = 0 para

todo x € X}, y como h se anula en X \ X}, se tiene que el producto gh se anula
0

en X, entonces % =7 =0en k[X], yaque (9-1—0-1)h = gh =0y por lo

tanto % =0 en k[X]j.

Para probar que el mapa es sobreyectivo consideramos una funcién regular
f € Ox(X4) y queremos ver que proviene de un elemento de k[X];, por medio
de la funcién ®@. Por el corolario 1.2.30 existen una cantidad finita de funciones
polinomiales g;, h; € k[X] con i =1,2...,n tal que

n
X =J Xu,
i=1
y gi
_ Y
f|Xh,i - hl X, .
Dados dos abiertos Xj,, y X n,; tenemos que Xp, NXp, = Xp,p; (ver la observacion

1.2.24) y por lo tanto % y Z—J deben coincidir en Xy, p,,, entonces g;h; —gjh; =0
; .
en Xp,p,. Como h;hj =0en X \ Xj, 5, tenemos que h;h;(gih; — gjh;) se anula
en X, por lo tanto
gihih5 = g;hihj en X. (1.3)
Para cada i, X, = Xp,, N X}, = X2, entonces X, = [J;—; X2, asi que h(z) =0
siy solo si h2(x) = 0 para cada i = 1,...,n, por lo tanto V(h) = V(h3, ..., h2).
Entonces tenemos que h € /{(h1,...,hy), por lo que existen a; € k[X] con
t=1,...,nym>0 tal que

A = zn: aih?.
i=1

i aigihi

Afirmamos que f =

h™ X,
Para demostrar la afirmacién podemos ver que la igualdad se cumple res-
tringiendo a cada Xj;. Como f\th = Z—j‘ , tenemos que (fhj)|th = gj|Xh1.
j Xh]- :

Por otro lado, usando la igualdad 1.3, tenemos lo siguiente:

h? Zaigihi = Z a; gihih3 = Zai gihih;

= gih; Y aih

= g;h;h™,
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restringiendo a Xj; tenemos:
(h? > aigihi)
i

Como h? no se anula en Xy, lo podemos cancelar para obtener la igualdad

<, = Wilx, (hih™)lx, = (Fhy)lxa, (hih™)lx, = (fhIR™)|x,, -

Zaigihi = fh™ en th7

i=1

luego
f‘ — Z:L:l aigihi
th hm th '
Concluimos que f = ® (%ﬂ), donde g = Y"1 | a;g:h; € k[X]. O

Proposicion 1.2.32. Sea X un conjunto algebraico y O el haz de funciones
requlares. Six € X y M, es el ideal mazimal de k[X] correspondiente al punto
x, entonces Op 2 K[ Xy, -

Demostracion. La fibra O, es el limite directo del sistema (O(U), puv )zev don-
de O(U) son las funciones regulares en el abierto U y los mapas pyy : O(U) —
O(V) estan dados por la restriccion de funciones para todo V' C U. Veamos
que podemos definir mapas py : O(U) — k[X]n, para cada abierto U C X
que contiene a x de tal manera que se verifiquen las tres propiedades del limite
directo dadas en la definicion 1.2.1. Si f € O(U), como f es regular en z € U,
existen g,h € k[X] tales que z € X, C U y flx, = %‘X ; va que h ¢ M,
definimos: "

po(f) = 5 €KX,

/

Comprobamos primero que py no depende g, h: Si f|x,, = W X, con g’ b €
k[X]yx € X CU, entonces x € Xp N Xpy = Xppy CU y
/
%’XW = flxu = % Xpnt

entonces, multiplicando por h y h’ tenemos:

2 —

Wil x,.,  Whix,,,
Por el teorema 1.2.31 tenemos que Z:—Z = Z—Z: en k[X]pp . Como el mapa
k[X]n — k[X]as, , dado por % — % es un morfismo de k-algebras para todo h, se
tiene que % = z—Z: en k[ X1z, , entonces % = % en k[ X1z, . Una vez probado
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que py no depende de la eleccion de g, h € k[X], es claro que py es un morfismo
de k-algebras para cada entorno abierto U de z. Queremos ver que k[X ], junto
con los mapas py es el limite directo del sistema ((’)(U), pUV). Elitem 1) y 2) de
la definicion 1.2.1 se verifican inmediatamente; para verificar 3) sea f € O(U) tal

que puy(f) = 0enk[X]ps, . Sean g, h € k[X] tal que f|x, = %‘X , entones % =0
h
en k[X]yy, , por lo tanto existe b’ € k[X]\ M, tal que h’g = 0. Como h/|x,, # 0

se tiene que g|x,, = 0, entonces f|x,,, = =0 ya que Xpp = Xp, N Xy,

g
hlx, .
por lo tanto pyx,,, (f) = 0. Se concluye que h’nl} OWU) 2k[X]nm,- O
€

T

Ahora, dada una variedad algebraica afin (X, A, ¢), queremos definir un haz
de k-algebras en X, el haz estructural de la variedad X. Comenzamos con un
lema y un par de observaciones antes de definir dicho haz.

Lema 1.2.33. Sea A una k-dlgebra afin y R C A la interseccion de todos los
ideales mazimales de A, entonces R = {0}.

Demostracion. Como A es afin, tenemos que A = Kk[z1, ..., x,]/I, con I un ideal
radical (ver la observacion 1.1.33). Entonces los ideales maximales de A estan
en correspondencia con los ideales maximales de k[z1,...,x,] que contienen a

I [1, Proposicion 1.1.], pero I es igual a la intersecciéon de todos estos ideales
(teorema 1.1.31), por lo tanto se tiene que la interseccion de todos los ideales
maximales de A es {0}. O

Observacion 1.2.34. 1. Si A es una k-algebra finitamente generada y M C
A es un ideal maximal, entonces A/M es un cuerpo que también es una
k-algebra finitamente generada. Recordar que k puede verse como un sub-
cuerpo del algebra A y que ademaés es algebraicamente cerrado, entonces
si restringimos al cuerpo k la proyeccion canoénica m : A — A/M, es
decir 7|x(A) = XA + M para cada A € k, por el teorema de los ceros de
Hilbert (teorema 1.1.21) tenemos que 7| establece un isomorfismo entre
los cuerpos ky A/M.

2. Mostraremos ahora que el algebra A asociada a la variedad afin (X, A, ¢)
puede verse como una sub-algebra del algebra de funciones kX :

Sea ¢ : A — k¥, dada para cadaa € Ay x € X por [¢(a)](z) = a+ M, €
A/M, =k (via el isomorfismo del item 1), donde M, = ¢(x) es el ideal
maximal correspondiente a z. Es claro que ¢ define un morfismo de k-
algebras; podemos ver que es inyectivo ya que si [¢(a)](z) = a+ M, =0
para todo x € X, entonces a € M, para todo z € X, es decir que a

pertenece a todos los ideales maximales de A, por lo tanto a = 0 (lema
1.2.33).

3. Observemos que para cada a € A, la funcién ¢(a) : X — k definida en el
item anterior, es continua; en efecto, un abierto basico del cuerpo k es el
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complemento de un elemento, digamos {A}¢ C k con A € k, entonces:

[6(a)] T ({AY) = {z e X / gla)(x) #A} ={z e X [ a— A ¢ p(z)}
={z € X / p(z) € Spm(A)a-_»}
=~ (Spm(A)a-»),

que es un abierto en X.

4. Cuando X = V(I) es un conjunto algebraico con I C k[zy,...,z,] un
ideal radical, ya vimos que la terna (X, A, ¢r) es una variedad afin, donde
A=K[z1,...,2,)/T 2K[X]y ¢r(z) = M, + I (proposicion 1.1.32). Para
esta variedad afin tenemos que ¢(f) = f para toda f € k[X]; en efecto,
si x € X, tenemos que ¢(f)(z) = f + (M, + I), via el isomorfismo 7l :
k = k[X]/(M, + 1) 2Kk[xy,...,2,]/M, existe A € k tal que f — X\ € M,,
es decir que f(z) — A =0 asi que f(x) = A. Entonces ¢(f)(z) = f(z).

Motivado por estas observaciones tenemos la siguiente definiciéon de funcién
regular para una variedad afin, dicha definicién coincide con la definicion 1.2.26
de funcién regular cuando la variedad afin es un conjunto algebraico.

Definicion 1.2.35 (Funciones regulares en una variedad afin). Sea (X, A, )
una variedad algebraica afin y ¢ el mapa dado en la observaciéon 1.2.34. Diremos
que una funciéon f : U — k con U abierto de X es reqular en z € U si existen
U, C U abierto de X que contiene a z y elementos a, b € A tales que f|y, =

ZEZ; - donde [¢()](y) # 0 para todo y € Uy, es decir que b ¢ M, para todo

y € U,. Si f es regular para todo x € U diremos que f es regular en U o
simplemente que f es reqular.

Observacién 1.2.36. Como las funciones ¢(a) son continuas para cada a € A,
tenemos que el conjunto de las funciones regulares en un abierto U, al que deno-
taremos por Ox (U), es una sub-algebra de la k-algebra de funciones continuas
Cx(U). Si en la definicion 1.2.35 consideramos V' C U otro abierto de X, se
tiene que si f es regular en U, entonces f es regular en V, esto quiere decir
que fly € Ox(V); por lo tanto se puede considerar el morfismo de k-algebras
puv : Ox(U) = Ox(V) dado por la restriccion de funciones. Al igual que las
funciones regulares en un conjunto algebraico (ver la observacion 1.2.27), la fa-
milia de k-algebras Ox (U) junto con la restriccion de funciones forman un haz
para X; dicho haz es un sub-haz del haz de funciones continuas Cx.

Definicion 1.2.37. Si (X, A, ) es una variedad afin, llamaremos haz estructu-
ral de la variedad afin al haz en X dado por las funciones regulares. Denotaremos
a este haz por Ox.

Proposicion 1.2.38. Sea (X, A, p) una variedad algebraica afin y Ox el haz
estructural de la variedad afin X. Entonces existe un conjunto algebraico’ Y C
A™ para algin n € N tal que (X, O0x) = (Y, Oy) como espacios anillados, donde
Oy es el haz de funciones regulares en Y .
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Demostracion. Como A es afin, existe un n tal que A = k[z1,...,z,]/I donde
I C K[z1,...,2,] es un ideal radical. Si consideramos el conjunto algebraico
Y = V(I), entonces A = k[Y]. De la observaciéon 1.1.33 sabemos que el mapa
f=¢;'op: X =Y es un homeomorfismo,

X —25 Spm(A)

o

V(1)

donde ¢; : V(I) — Spm(A4) = Spm(k[Y]) esta dado por ¢;(y) = M, + I
(proposicion 1.1.32).

Vamos a definir ahora un morfismo de haces £ : Oy — f.Ox en Y, dado
para cada V' C Y abierto de Y y para cada o € Oy (V') por {y (o) = o f|p-1(1y.

Oy (V) —= £,0x(V) = Ox (f1(V))

JV) —— v

acOy (V
Ml €0y (V)
k

El par (f,£) sera el isomorfismo entre (X, Ox) e (Y, Oy ). Primero tenemos que
verificar que £y () € f.Ox (V) = Ox(f~1(V)) para toda a € Oy (V), es decir
que &y (o) es regular en f~1(V). Sea g € f~1(V) y por lo tanto f(xg) € V.
Como « es regular en V' C Y (que es un conjunto algebraico), existen un abierto

U tal que f(xo) € U C V y funciones g,h € k[Y] tales que a|y = % con

h(y) # 0 para todo y € U. Entonces para todo z € f~Y(U) C f~1(V), es decir
f(z) € U, tenemos que

_ _9(f(@))
Es decir que &y (a)|s-1y) = %’f”(w donde f~1(U) es un abierto de X

(porque f es continua) y zo € f~1(U) C f~1(V). Sélo nos queda ver que
go f,hofe@(A) =¢(k[Y]). Veamos que para toda g € k[Y] se tiene que

gofe€d(A)=o(k[Y]). (1.4)

Afirmamos que g o f = ¢(g); en efecto, f(z) = <p;1(<p(:1:)), siy €Y es tal que
p(x) = My + I C k[Y], entonces

fla) =o' (My +1) =y,
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asi que (go f)(z) = g(y) € k y de la observacion 1.2.34 item 4. sabemos que
4lg)

o(h) 111 ()
por lo tanto (a0 f)|s-1vy € Ox(f~H(V)). Una vez verificado esto, es claro que
si U C V son abiertos de Y, el siguiente diagrama conmuta, donde pyy y pyvu
son los mapas restriccion:

g = ¢(g). Asi que hemos probado que &y ()| -1y = para g, h € A,

Oy (V) —Y> £,0x (V)

/’VU\L \LMVU

Oy (U) ? f[Ox(U)
yva que los haces son de funciones y los mapas restriccion estan dados por la
restriccion de funciones; por lo tanto £ es un morfismo de haces en Y.

Queda probar que (f,£) es un isomorfismo. Como f es un homeomorfismo,
podemos definir ¢ : Ox — (f71).Oy un morfismo de haces en X, dado para
cada U C X abierto y f € Ox(U) por (y(B) = B o f‘1|f(U). Tenemos que
verificar que (y(B) pertenece a Oy (f(U)): sea yo = f(xg) € f(U), con zg € U.
Como f es regular en U, existe Uy C U conteniendo z( y funciones polinomiales

g,h € kK[Y] = A, tales que S|y, = 2l9) , entones

¢(h) lvo

¢lg)o f7! ‘ g
¢(h)o f=Hpwe)  hlpws)
donde la dltima igualdad es porque si g € k[Y], ya vimos que go f = ¢(g). Por
lo tanto ¢y (8) € Oy (f(U)). Es claro que ¢ es compatible con las restricciones,
entonces tenemos que ¢ es un morfismo de haces en X. El morfismo (f~1,¢) :

(Y,0y) — (X,0x) de espacios anillados es el inverso de (f,£); en efecto, si
B € Ox(U) tenemos que

(((F™-6)2¢) ,(8) = ((F-8)y 2 €0 ) (B) = &5 (w(8)) = B,

por lo que ((f71).€) 0 ¢ = id®* (el morfismo identidad de haces en Ox, defini-
cion 1.2.8). Similarmente (f.{) o0& = id®” | lo que concluye la prueba. O

Co(B)lswey = Bo fHiwe) =

Definicion 1.2.39. Sean X,Y variedades afines y Ox, Oy sus haces estruc-
turales, respectivamente. Diremos que una funcién continua f : X — Y es un
morfismo de variedades afines si (f, f#) : (X,0x) — (Y,Oy) es un morfismo
de espacios anillados, donde f# es la precomposiciéon con f (definicion 1.2.21),
es decir que para todo V' C Y abierto y para todo a € Oy (V) se tiene que
ao fly-1v) € Ox(f~1(V)) (observacion 1.2.40.2).

Recordar que el morfismo f# es un morfismo de haces en Y dado por f# :
Oy (V) = f.Ox (V) = Ox(f~'(V)), para cada V C Y abierto, donde fé’v&(a) =
ao fli-w).
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Observaciéon 1.2.40. 1. Si (X, A, ) es una variedad afin y Ox es el haz
estructural, es claro que las funciones ¢(A) son regulares en X. De la
prueba de la proposicion 1.2.38, es facil ver que Ox (X) = ¢(A4), ya que si
B € Ox(X) se tiene que o f~ € Oy (Y) =k[Y], entonces 3 = (Bof~1)o
f € ¢(A) (1.4). A partir de ahora también denotaremos por k[X] al algebra
Ox(X), o al algebra A. La topologia de X puede describirse facilmente
por medio del 4lgebra k[X]: los abiertos basicos de la topologia de X estan
dados, para g € k[X], por X, = {z € X / g(x) # 0}, esto es porque si g =
¢(a), con a € A, entonces X, = <p_1(Spm(A)a) que es un abierto bésico
de X ya que Spm(A), es un abierto basico de Spm(A). En particular, ya
habiamos visto que Spm(A), es una variedad afin (observacion 1.1.6), por
lo tanto X, es una variedad afin cuya algebra asociada es k[X],. En este
caso se puede verificar facilmente que el haz de funciones regulares (el haz
estructural) de la variedad afin X, es la restriccion del haz de X, es decir,
para cada V' C X, abierto se tiene que Ox, (V) = Ox (V).

Sin riesgo de confusiéon denotamos por V(S) a los ceros comunes de un
subconjunto S C k[X], es decir que V(S) = {z € X / g(x) =0Vg € S} =

(UgES Xg> es un cerrado de X.

2. Observar que la funcién f : X — Y de la proposicién 1.2.38 es un morfismo
de variedades afines ya que el mapa & : Oy — f.Ox es la precomposicion
con fy (f,§) es un morfismo de espacios anillados. En general, si f :
X — Y es una funcién continua entre dos espacios topologicos subyacentes
de variedades afines, tal que a0 f € k[X] para toda funcion o € k[Y],
entonces f induce un morfismo de espacios anillados (f, f#) : (X,0x) —
(Y, Oy); en efecto, es suficiente verificar que si V' es un abierto de Y y
o € Oy(V), entonces a o f|r-1(y) € Ox(f1(V)); para esto sea xy €
f71(V), por lo tanto yo = f(zo) € V, como « es regular, existe Vp un
entorno abierto de yo tal que Vy C V' y existen elementos g, h € k[Y] tal

_ 9| sige _gof@)
que aly, = e Siz e f~1(V), entonces aco f(x) = i) y por lo
tanto avo fls-1(v) = % vy Como go f,ho f € k[X], se tiene que

oo flf—l(v) S Ox<f_1(V))

Sif: X — Y esun morfismo de variedades afines, al morfismo de algebras
# 0y (Y) = f.Ox(Y) = Ox(X), si no hay peligro de confusion, lo
denotamos simplemente por f#: k[Y] — k[X].

Observacion 1.2.41. Sea (X, A, ) una variedad afin. Sea ¢, : k[X] — k
la evaluacion en x, es decir €,(o) = a(z), que es un morfismo de k-algebras,
entonces ker(e,) es un ideal maximal de k[X]; definimos el mapa Ex : X —
Spm(k[X]) como Ex(z) = ker(e;). Si ¢x : A — k[X] es el mapa dado en la
observacion 1.2.34, es decir ¢x (a)(z) = a + ¢(x) € k, entonces es facil verificar
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que el siguiente diagrama conmuta:

X

e

Spm(A) ~ Spm(]k

donde ¢% (M) = ¢' (M) (ver la definicion 1.1.36),
% (Ex(z)) = ¢% (ker(e,)) = {a € A/ a€ p(z)} = p(x

Por el corolario 1.1.38 tenemos que ¢% es un homeomorfismo, por lo tanto Ex
es un homeomorfismo.

Si ahora tenemos otra variedad afin (Y, B,1) y un morfismo f : X — Y de
variedades afines, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

f

X——Y

N -

Spm(i[)) —=- Spm(k[Y')

que ser4 tutil para trabajar con morfismos de variedades afines. Podemos verificar
la conmutatividad de dicho diagrama:

(Ey o f)(x) = By (f(x)) = ker (e4(x))
= {aeklY] /o =0}
={acklY]/ f# )€ ker(%)}
= 1#7 (ker(er)) = f#"(Ex(x)) = (f#7 0 Ex)(2).

Observar que a partir de estos diagramas conmutativos, se obtiene el siguiente
diagrama conmutativo:

X Y

‘| g

Spm(A) — Spm(B)

donde g = ¢% o f#" o ¢, L.
Se puede probar que si f: X — Y es una funcién continuay F : B — A es
un morfismo de k-algebras tal que que el siguiente diagrama conmuta:

!

X——Y

‘| s

Spm(A) —— Spm(B)
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entonces f es un morfismo de variedades afines y ademas F' estad determinado
por f de manera tnica. Un morfismo de variedades afines puede definirse como
un par del tipo (f, F), que hace conmutar el diagrama de arriba. Para mas
detalles puede verse [2, Lema 1.4.22].

1.3. Variedades algebraicas

En esta seccion daremos la definicién de variedad algebraica que generaliza
el concepto de variedad afin o de conjunto algebraico. Una variedad (o mas
precisamente una prevariedad) serd un objeto que localmente es una variedad
afin.

1.3.1. Variedad afin como espacio localmente anillado

Nuestra definiciéon de variedad afin como terna (X, A, ) resulta algo incon-
veniente a la hora de definir variedad algebraica a partir de un haz, por este
motivo también llamaremos variedad afin al espacio anillado (X, Ox) donde
Ox es el haz estructural de la variedad afin. Equivalentemente, una variedad
afin es un espacio anillado que es isomorfo a uno del tipo (Y, Oy ) donde Y es
un conjunto algebraico y Oy es el haz de funciones regulares.

Definiciéon 1.3.1. Decimos que un k-espacio anillado (X,F) es un espacio
localmente anillado si para cada x € X, la fibra F, es un anillo (k-algebra)
local, es decir, un anillo con un tnico ideal maximal. A este ideal maximal lo
denotamos por m, y al cuerpo residual F,/m, por k(z).

Ejemplo 1.3.2. Sea Y = V(I) un conjunto algebraico y Oy el haz de funciones
regulares en Y, entonces el espacio anillado (Y, Oy ) es localmente anillado; en
efecto Oy, = k[Y]y, para todo y € Y (1.2.31) que es un anillo local. El ideal
maximal de k[Y]y, es el ideal my = {g/h : g € M,,h ¢ M,} (ver [1, Capitulo
3. Ejemplo 1]).

Ejemplo 1.3.3 (Haz constante). Sean A una k-4lgebra y X un espacio topologi-
co. Si para cada abierto U # @ definimos F(U) = Ay pyy = id: F(U) — F(V)
el mapa identidad para cada par de abiertos V C U C X, entonces (F, pyy) es
un haz de k-algebras en X. Es claro que F, = A para todo z € X. En el caso de
que A no sea un anillo local, como por ejemplo el anillo de polinomios A = k[t],
el espacio anillado (X, F) no es localmente anillado.

Observaciéon 1.3.4. 1. Es claro que si (f,€) : (X, F) — (Y,G) es un isomor-
fismo de espacios anillados, entonces el morfismo inducido en las fibras (1.2.15)
§x * Gp(x) — Fo es un isomorfismo de dlgebras para cada z € X, por lo tanto,
si uno de los dos espacios es localmente anillado, el otro lo es.

2. Si X es una variedad afin, entonces por la proposicion 1.2.38 tenemos que el
espacio anillado (X, Ox) es isomorfo al espacio anillado (Y, Oy ) dado por un
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conjunto algebraico y el haz de funciones regulares. Luego (X, Ox) es localmente
anillado ya que (Y, Oy) es localmente anillado (ejemplo 1.3.2).

Definiciéon 1.3.5. Sean (X, F) e (Y,G) dos espacios localmente anillados. De-
cimos que un morfismo de espacios anillados (f,€) : (X, F) — (Y,G) es un
morfismo de espacios localmente anillados si el morfismo inducido en las fibras
& 0 Gf(zx) — F es un morfismo local, es decir que &, (my(s)) C M.

Observacion 1.3.6. Observar que el morfismo dado en la proposicion 1.2.38 es
un morfismo de espacios localmente anillados. Es més, recordar que un morfismo
(f, f7) entre variedades afines es un morfismo de espacios anillados donde f#
es la precomposicion con f y en este caso (f, f#) siempre es un morfismo de
espacios localmente anillados. El siguiente teorema establece el reciproco de esta
propiedad.

Teorema 1.3.7. Sean X eY wvariedades afines y (f,£) : (X,0x) — (Y,0y) un
morfismo de espacios localmente anillados. Entonces € = f#, la precomposicion
con f.

Demostracion. Recordar que Oy (Y) = k[Y] y £f.0x(Y) = Ox(f~1(Y)) =
Ox(X) = k[X]. Probaremos primero que &y : k[Y] — k[X] est4d dado por la
precomposicion con f, es decir que £(a) = ao f para toda o € k[Y].

Sea x € X; si consideramos el morfismo en las fibras §;: Oy ) — Ox 4,
entonces el siguiente diagrama conmuta:

K[Y] — > k[X]

ﬂf(m)l lwz

Oyv.s) — > Oxa

donde los mapas 7 son las proyecciones canoénicas. Si denotamos por [V, a] a la
clase de a € k[Y] en la fibra Oy f(,), es decir que 7y, (a) = [V, ] (andloga-
mente m,(8) = [X, f] para 5 € k[X]), el diagrama conmutativo de arriba nos
dice que

gw([}/a O‘D = [X’gY(O‘)]' (15>
Sean M, C k[X] el ideal maximal correspondiente a = y My, C k[Y] el
ideal maximal correspondiente a f(z), entonces Ox . = k[X]n, ¥ Oy f@) =
k[Y ], ,, (proposicion 1.2.32); explicitamente, si o € k[Y], el elemento [V, a] €
Oy, f(z) se identifica con ¢ € k[Y]Mf(z) y B8 € Oy f(s) se identifica con ? €
k[X]ar, ; con esta identificacion podemos reescribir la ecuacion (1.5):

() - o

Si a € My(,), entonces § € my(,) (el ideal maximal de k[Y]as,,,). Como el
morfismo es de espacios localmente anillados se tiene que

§v(a) _
1

fa:(%) € &e(myp(z)) C Mg,
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entonces &y (a) € M,, lo que prueba lo siguiente:

Por lo tanto &y induce un morfismo de cuerpos £y : k[Y]/My — k[X]/M,
que hace conmutar el diagrama:

k[Y] k[X]

l |

k[Y]/My ) yone k[X]/M,

donde las flechas verticales son las proyecciones candnicas. Recordar que las
proyecciones restringidas al cuerpo k establecen un isomorfismo de cuerpos (ob-
servacion 1.2.34 item 1), asi que si a € k[Y], existe X € k tal que a + My, =
A+ My (), es decir que o — A € My (., entonces

a(f(z)) = A

Ademas, como {y (My(,)) C M, y & es un morfismo de k-algebras, tenemos
que &y (v — A) = &y (a) — A € My, por lo tanto &y («)(z) = A. Entonces, para
todo o € k[Y] y para todo = € X tenemos:

Sy (a)(z) = ao f(2),

como queriamos probar. Ahora estamos en condiciones de demostrar que el
morfismo de haces £: Oy — f.Ox esta dado por la precomposicion con f. Sea
V C Y un abierto y a € Oy (V); por definiciéon de funcion regular, para todo
y € V existen g, h € k[Y] (que dependen de y) y un abierto V, C V con y € V,,

tal que h no se anula en V,, y aly, = entonces, como (f,£) es un morfismo

i
hlv,’
de espacios anillados, el siguiente diagrama conmuta

Oy (V) == Ox (f1(V))

restricciénl J{restricci()n

OY(Vy) —Ox(f~ 1(Vy))

£v,

entonces tenemos que

v, (glv,)
5 - (hlv,)
§ ( ) . gof o
gy(h) =1 (V) a ho flf-1(v,) =a f‘f—l(vy).

Dado que f~4(V) = Uyev [~ 1(Vy), se cumple que &y (o) = ao flp-1(v. O

Ev(a)|g-1ev,) = &y, (aly,) =
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Definicion 1.3.8. Una k-prevariedad algebraica, o simplemente una prevarie-
dad, sera un k-espacio localmente anillado (X, Q) tal que existe un cubrimiento
finito {‘/i}izl,.“,k por abiertos de X, donde cada espacio anillado (V;, Oly,) es
una variedad afin. El abierto V; es considerado con la topologia inducida de X
y el haz Oly, es la restriccion del haz O al abierto V; (definicion 1.2.6).

Observar que en la definicién anterior, si U C V; NV; es un abierto de X,
entonces

O, (U) := 0|y, (U) = O(U) = Oy, (U) = O|y, (U) € Cx(U) C k.

Por lo tanto, para todo U C X abierto de X, los elementos del algebra O(U)
pueden verse como funciones continuas en Cx (U) ya que para todo a € O(U) se
tiene que alyny, € Oy, (UNYV;) para cada i. Entonces, definiendo f, € kY como
falunv, = alunvy, para cada i tal que U NV, # &, se tiene que la asignacion
o) = Cx(U)
a fa

es un morfismo de &lgebras. Como O es un haz, si blyny, = a|lyny; para todo 1,
entonces a = b, por lo tanto el morfismo es inyectivo. En particular tenemos la
siguiente observacion:

Observaciéon 1.3.9. Si (X,0) es una prevariedad, entonces el haz O es un
sub-haz del haz de funciones continuas Cx.

Definiciéon 1.3.10. Sean (X,0x) e (Y,Oy) dos prevariedades y f: X — YV
una funcién continua. Decimos que f es un morfismo de prevariedades si para
cada V' C Y abierto y para cada oo € Oy (V) se tiene que f#(oz) =aoflr1y) €
Ox(f~1(V)) = f.Ox (V) C f.Cx(V), en otras palabras:

(f7f#) : (XaOX) - (YaOY)
es un morfismo de espacios anillados.
Es claro que si X es una variedad afin y Ox es el haz estructural de la

variedad afin, entonces (X,Ox) es una prevariedad, ademas un morfismo de
variedades afines es un morfismo de prevariedades.

En particular, las prevariedades son espacios localmente anillados y un mor-
fismo de prevariedades es un morfismo de espacios localmente anillados.

Una k-variedad sera una prevariedad que cumpla cierta condicién de sepa-
rabilidad que veremos en la secciéon 1.3.2.

El espacio proyectivo (ver [2, 1.4.35]) es un ejemplo de prevariedad (k-
variedad) que no es una variedad afin.

1.3.2. Prevariedad producto

Sean X e Y dos prevariedades algebraicas. Queremos definir la prevariedad
producto X x Y, que como conjunto seré el producto cartesiano usual, aunque
no tendra la topologia producto.
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Primero empecemos por X e Y variedades afines y observemos que el produc-
to tensorial de k-algebras k[X] @ k[Y] puede considerarse como una sub-algebra
de la k-dlgebra de funciones kX *Y ([5, Teorema 3.1.3]) por medio del morfismo
inyectivo § : k[X] @ k[Y] — kX*Y | dado por

5(Zfi ®9i)($»y) = Zfi(w)gi(y) (1.6)

(la suma es finita), esto implica en particular que k[X] ® k[Y] es una k-algebra
reducida (no tiene elementos nilpotentes no nulos). Ademas, como k[X] y k[Y]
son finitamente generadas, su producto tensorial es una k-algebra finitamente
generada. Dicha algebra seré el algebra asociada a la variedad afin X x Y. El
siguiente lema permite caracterizar el espectro maximal de k[X] ® k[Y].

Lema 1.3.11. §i X,Y son variedades afines, entonces existe la siguiente bi-
Yeccion:

Spm(k[X]) x Spm(k[Y]) Spm(k[X] @ k[Y])

(M,N) > M ®k[Y] + k[X] ® N.

Demostracion. Debemos probar que si M, N son ideales maximales de k[X] y
k[Y] respectivamente, entonces M @k[Y]+k[X]® N es un ideal maximal del pro-
ducto tensorial y que todo ideal maximal del producto tensorial k[ X] @ k[Y] es
de esa forma. Por la proposicion 1.2.38 podemos suponer que X C k™ e Y C k™
son conjuntos algebraicos para ciertos n,m € N. Denotamos por K[yi, ..., ym]
al anillo de polinomios con m indeterminadas a las que llamamos y;. Sean
I CKl[z1,...,xn] y J CK[y1,...,ym] ideales radicales tales que X = V(I) e

Y = V(J). Si consideramos la inclusion canénica I, J C K[z1,. .., Tn, Y1, - -, Ym)
(anillo de polinomios en n +m indeterminadas), denotamos por (I), (J) e (I, J)
a los ideales generados por I, J e TU J en k[xy,...,Zn,¥1,-..,Ym] respectiva-

mente. Observar que V(I,J) = V(IUJ) =V((I)) N V((J)) C k" x k™ = k"™
(proposicion 1.1.10). Ademaés es facil verificar que se cumple lo siguiente:

VD) NY((J]) = (V) x k™) N (K" x V(J)) =V(I) x V(J) =X x Y.
Consideremos el morfismo de k-algebras

. k[fﬁl,...,xn] ® k[yh?ym] k[xlwuaxnuylw'wym]
T 7 1,7

dado por ¢((f +1)® (g+J)) = fg+ (I, J), donde identificamos f y g con sus
imégenes en k[x1,...,Zn, Y1, .., Ym]. Afirmamos que ¢ es un isomorfismo. Cla-
ramente el morfismo es sobreyectivo porque todo polinomio en n+m variables se
escribe como una suma de monomios con dos factores, uno en las primeras n va-
riables y el otro en las tltimas m variables, es decir >, fi(z1,...,2n)9i (Y1, -+, Ym)-
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Para probar que es inyectivo sea Y. (fi 4+ 1) ® (g; + J) € k[X] @ k[Y] (podemos
suponer que los elementos g; + J forman un conjunto linealmente independiente
viendo a k[Y] como un k-espacio vectorial) tal que Y. f;ig; + (I, J) = 0, es decir

Zfigi €(l,J),

entonces » ., figi(a,b) = >, fi(a)gi(b) = 0 para todo (a,b) € V(I,J) = V(I) x
V(J) = X xY, donde a € k™, b € k™ y adoptamos la notacion (a,b) para
referirnos al correspondiente punto en k™ x k™. Si fijamos a € X tenemos que
>, fi(a)gi(b) = 0 para todo b € V(J), entonces Y, fi(a)g; € ZV(J)) = VJ =
J, entonces ) . fi(a)(g;+J) = 0y como los g;+J son linealmente independientes
se tiene que f;(a) = 0 para todo i. Como a € X = V(I) es arbitrario, tenemos
que f; € Z(V(I)) = I para todo 4, por lo tanto > ,(fi +I)® (g +J) =0y
concluimos que ¢ es un isomorfismo de k-algebras.

Una vez que tenemos ese isomorfismo es casi inmediato ver cuales son los
ideales maximales de k[X] @ k[Y]: como k es algebraicamente cerrado, recordar
que los ideales maximales de k[x1,...,%n, y1,. .., y,] son de la forma M, ) (teo-
rema 1.1.23) para (a,b) € k"™ con a = (ay,...,a,) €Ek* y b= (by,...,bm) €
k™. Es decir que los ideales maximales del cociente por (I, J) son de la forma
M) + (I,J) y este ideal se corresponde, mediante el isomorfismo ¢, con

(M, + 1) QK[Y] +Kk[X] ® (Ny + J)

donde M, = (x1 —a1,...,Tn—an) y Np = (y1 — b1, ..., Ym — by,) son los ideales
maximales de k[z1,...,2,] y K[y1, ..., ym] respectivamente. O

El lema anterior (1.3.11) muestra que los morfismos canonicos k[ X] — k[X]®
kY] v k[Y] — k[X] ® k[Y] dados por f — f®1y g +— 1® g, inducen una
biyeccion ¢ : Spm(k[X] ® k[Y]) — Spm(k[X]) x Spm(k[Y]) — X x Y si
le damos a X x Y la topologia inducida por esta biyeccion, entones la terna
(X x Y, k[X]®k[Y],p~!) es una variedad afin, es la variedad producto entre X
eY.

Resulta ser que el mapa § (ecuacion 1.6) es igual al mapa ¢ dado en la
observacion 1.2.34 (el morfismo que identifica el algebra de la variedad afin con
las funciones). Entonces, los abiertos basicos de la topologia de X x Y son de
la forma

(X xY)r={(z,y) € X xY [ f(z,y) #0},

con f =3, fi ® g; para funciones regulares f; € k[X] y g; € k[Y], donde iden-
tificamos, por medio del morfismo §, los elementos de k[X] ®@ k[Y] directamente
con funciones de kX <Y

Cuando X e Y son prevariedades que no necesariamente son afines, ne-
cesitamos el siguiente lema de “pegado” para poder definir X X Y como una
prevariedad.

Lema 1.3.12. Sea X un espacio topoldgico que puede ser cubierto por una
cantidad finita de abiertos afines, es decir: existen Vi, Vo, ..., V. abiertos de X
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tal que X =J, Vi, donde cada V; tiene un haz de k-dlgebras Oy, de tal manera
que (V;, Ovy,) es una variedad afin y V; es considerado con la topologia inducida
de X. Supongamos que el cubrimiento {V;}; tiene la siguiente propiedad: si
Vi NV, # @ se cumple que para todo V. C V; N V; abierto Oy, (V) = Oy, (V) C
kY, entonces existe un tinico haz en X, al que denotamos por Ox, tal que

Ox (Vi) = Oy, (V3).

Demostracion. La prueba consiste simplemente en definir Ox (U), para cada
abierto U C X no vacio, como el algebra de todas las funciones f: U — k tal
que fluny; € Oy, (UNYV;) para cada i con UNV; # @. [2, Lema 1.4.28]. O

Sean (X, Ox) e (Y, Oy) prevariedades algebraicas. Entonces existen dos cu-
brimientos X =V, U...UV,, e Y = Wi U...UW} por abiertos de tal manera que
cada (VZ—7(9X ‘/i) y (WZ-, Oy|Wi) son variedades afines. Al producto X x Y le
damos la topologia que tiene como base los abiertos de los productos de abiertos
afines, es decir que la base es

LU c Vi x W, / U es abierto de V; x W, }

1)
Asi que tenemos un cubrimiento finito de X x Y por abiertos afines:
X xY = Jvixw;.
4,J

El cubrimiento {V; x W;, Oy, xw, } cumple con la condiciéon de pegado del lema
1.3.12, por lo tanto definimos la prevariedad (X x Y,Oxxy) como el espacio
anillado tal que Oxxy

vixw; = Ovixw;-

Observacion 1.3.13. La topologia que tiene la prevariedad producto es mas
fina que la topologia producto. Recordamos que si X, Y son espacios topoldgicos,
los abiertos de la topologia producto son aquellos de la forma U x V con U C X
y V C Y abiertos de X y de Y respectivamente. Veamos que estos conjuntos
también son abiertos de la prevariedad producto. Consideremos primero que X
e Y son afines y observar que podemos escribir

UxV=UxY)N(X xV),

asi que bastarfa probar, por ejemplo, que U XY es abierto. Sean f1,. .., f» € k[X]
tales que
U=X; U---UXy.

Nuevamente es suficiente con ver que Xy, XY es abierto para cadai € {1,...,r}.
Pero es claro que

Xfi XY = (X X Y)f7‘,®1

es un abierto basico de X x Y.
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Si X,Y no son afines, basta tomar cubrimientos (finitos) por afines {V;}; y
{W;}; de X e Y respectivamente y observar que U x V se puede escribir como

UxV=JUnW)x VW)

(2]

y cada UNV; y VN W; son abiertos de los afines V; y W; respectivamente, por
lo que (UNV;) x (VNW;) es abierto de V; x W; para cada i, j, asi que son
abiertos de la base de la topologia que le dimos a X X Y, entonces U x V es
abierto de la prevariedad producto X x Y.

Ejemplo 1.3.14. Veamos un ejemplo sencillo de lo anterior, consideremos la
variedad afin A! y el producto de prevariedades A' x Al. La topologia de Za-
riski de A! coincide con la topologia de los complementos finitos, todo cerrado
propio es un conjunto finito de puntos, por lo tanto, si consideramos la topo-
logia producto en A! x Al, los cerrados también son conjuntos formados por
una cantidad finita de puntos. Sin embargo con la topologia de prevariedad el
conjunto
H={(z,y) € A' x Al 1 zy =1}

es un cerrado propio, pero no es finito. Para ver que es cerrado, consideramos
/g € k[z] dadas por f(z) =z y g(y) = y, entonces:

H = [(A' x AY)sgg-101]".

Comentamos aqui que en general A! x --- x Al n veces, es isomorfo a A"
como variedades afines. Para mas detalles se puede consultar por ejemplo [6].

Definicion 1.3.15. Diremos que una prevariedad X es una variedad algebraica
o simplemente una wvariedad si el mapa diagonal A : X — X x X, dado por
A(z) = (z,x), tiene imagen cerrada. Un mapa entre variedades algebraicas es
un morfismo si es un morfismo de prevariedades.

Una prevariedad o un espacio anillado que cumple con que el mapa diagonal
es cerrado, se dice que es separado. Algunos autores no consideran a las va-
riedades como espacios separados, pero nosotros queremos evitar algunos casos
patologicos. ([6, Ejemplo 5.10], la recta con un punto doble).

La siguiente proposicién muestra lo que mencionamos al inicio de la seccion,
que una variedad afin es en particular una variedad algebraica. Sélo nos queda
verificar que el mapa diagonal de una variedad afin es un morfismo con imagen
cerrada.

Proposicion 1.3.16. Si X es una variedad afin, entonces el mapa diagonal
A X — X XX esun morfismo de variedades afines; ademds, AN(X) es cerrada
en X x X, es decir que X es una variedad algebraica.

Demostracion. Veamos que A es continua: sea (X x X); = {(z,y) € X x X /
f(z,y) # 0} un abierto basico, con f =), f; ® g; donde f;, g; € k[X] para cada
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i, entonces, si nombramos h = 3. f;9; € k[X], tenemos que
ATH(X x X)p) ={zr € X [ (z,2) € (X x X);}
={eeX /Y fi@)ax) # 0}
=Xy, l

que es un abierto de X.

Para terminar de probar que A es un morfismo, debido a la observacion
1.2.41, es suficiente con ver que f o A € k[X] para cada f € k[X x X]| =
k[X] @ k[X] € kX*X; pero una tal f es de la forma f(z,y) = >, fi(z)g:(y)
(suma finita), con f;, g; € k[X], entonces f o A(z) = f(z,z) = >, fi(x)gi(x).
Por lo tanto fo A =3", figi € k[X].

Para probar que la imagen es cerrada, observemos que A(X) C V({ fel-
1@ f / f€k[X]}) y quesi (z,y) ¢ A(X), entonces = # y, asi que por la
observacion 1.2.24. item 4 tenemos que existe f € k[X] tal que f(x) # f(y) de
lo que se deduce la igualdad:

AX)=V({fel-1®f/ f€kX]}),
por lo que A(X) es cerrado. O

Observacion 1.3.17. 1. Si X es una variedad afin y U C X es un abierto
no vacio, entonces U es una variedad algebraica (]2, Ejemplo 1.4.36]), puede
ser cubierto por una cantidad finita de abiertos afines de manera que quede
“coherente” con el haz de X. Sabemos que U puede ser cubierto por una cantidad
finita de abiertos béasicos:

U=X;U--—-UXy,

donde f; € k[X] para todo i. Ademés cada Xy, es afin (observacion 1.2.40)
y X5 N Xy, = Xy,p,. El haz que le dimos a Xy, para que sea una variedad
afin coincide con la restriccion del haz de X, OXfi = (’)X\Xfi, por lo que si
V. C Xy N Xy, es un abierto no vacio se tiene que Ox, (V) = Ox(V) =
Ox;,,, V)= Ox;, (V). La diagonal de U es A(U) = U N A(X) que es cerrado
en U porque la diagonal de X es cerrada.

Si consideramos, mas en general, una variedad algebraica y un abierto no
vacio de la variedad, entonces este también puede verse como una variedad alge-
braica. Basta con tomar un cubrimiento por afines de la variedad e intersectar
el abierto con cada uno de estos abiertos afines, luego cada intersecciéon es un
abierto de un afin y por lo tanto una variedad con el haz restringido, en total el
abierto es union de abiertos afines. Diremos en este caso que el abierto es una
subvariedad abierta.

2. Muchas veces, para comprobar si una funcién continua entre prevariedades
(o variedades) es un morfismo, es suficiente considerar que las prevariedades son
afines ([6, Proposicion 5.4.]). La idea es la siguiente: sean X e Y prevariedades



50 CAPITULO 1. PRELIMINARES

algebraicas y f: X — Y una funcién continua. Consideremos V' C Y un abierto
no vacio de Y y aw € Oy (V). Para probar que f es un morfismo hay que verificar
que ao fly-1yy € Ox(f~H(V)). Si {V;}i es un cubrimiento finito por abiertos
afines de Y, entonces para cada i tal que VNV; # @, se tiene que f~1(VNV;) C X
es un abierto no vacio de X por lo tanto puede ser cubierto por una cantidad
finita de abiertos afines de X, es decir f~1(V NV;) = U, Uij con U;; abiertos
afines de X y podemos escribir:

1) = UUij,
ij

como una union finita de abiertos afines. En realidad los indices j’s dependen
de 4, pero lo dejamos asi para simplificar la notaciéon. Si asumimos que fj; :=
flu,;+ Uiy — Vi es un morfismo (donde U;; y V; son afines) para cada i, j,
entonces (alyny;) o fji € Ou,, (Uij) = Ox (Usj) (porque alyvay, € Oy (VNV;) =
Ov,VNnV,)y fj_il(V NV;) = fY(VnV,)NnU; = U;), como Ox es un haz y
fVy=U, i vny) = U;; Uij se tiene que ao f[s-1(v) € Ox (V).

En general, si tenemos una funcién continua f: X — Y entre dos variedades,
con Y = (J; Vi, union finita de abiertos afines, existe un cubrimiento finito
X = Uj U, por abiertos afines de X tal que para cada j, f(U;) esta contenido
en algin V;, y por lo tanto f|y,: U; — V; es un morfismo de variedades afines.
Este resultado es util porque, como los U; cubren todo X, muchas pruebas
pueden reducirse al caso afin.

Observacion 1.3.18. Una de las consecuencias importantes de considerar la
propiedad de que las variedades sean separadas, es que si la diagonal es ce-
rrada entonces la interseccion de abiertos afines es afin. Tenemos la siguiente
proposicion de la cual omitiremos la prueba, se puede consultar [6, Teorema
5.29).

Proposicion 1.3.19. Sea X una variedad algebraica y U,V C X dos abiertos
afines (no vacios). Entonces UNV es un abierto afin y el mapa

¥ kU] @k[V] = k[UNV]

dado por (f @ g) = (fg)lunv es sobreyectivo.

Teorema 1.3.20. Sean X,Y wvariedades algebraicas. Las proyecciones py: X X
Y =5 X ypa: X xY =Y, dadas por p1(z,y) = x, p2(x,y) =y son morfismos
abiertos (la imagen de un conjunto abierto es abierto).

Demostracion. Probaremos que p1: X XY — X es un morfismo abierto, la otra
es analoga. La continuidad es inmediata; en efecto, si U C X es un abierto de
X, se tiene que p; ' (U) = {(x,y) :x €U, y € Y} = U x Y es abierto; recordar
que la topologia de la variedad X x Y es mas fina que la topologia producto.
Para probar que es un morfismo, tomamos un elemento f € Ox(U) y queremos
ver que f °p1|p;1(U) € Oxxy(pyH(U)) = Oxxy (U x Y). Por la observacion
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1.3.17.2 podemos suponer que X e Y son afines. Asi que es suficiente tomar
f € k[X] y verificar que fop; € k[X x Y] =k[X]| @Kk[Y]:

fopi(z,y) = f(z) = f@1(z,y)

y f®1 e k[X]®k[Y]. Luego p; es un morfismo. Ahora queremos probar que es
abierto. Con la misma idea de la observacion 1.3.17.2 podemos suponer que X e
Y son afines. Sea U C X XY un abierto. Como todo abierto es uniéon de abiertos
del tipo (X xY) s con f = >"I_, fi®g:, fi € k[X]y g; € k[Y], es suficiente probar
que p1 ((X x Y)y) es abierto. Sea U = (X x Y). Un elemento a € py(U) siy
solo si existe b € Y tal que f(a,b) = >.._, fi(a)g;(b) # 0. Podemos suponer que
los g; son linealmente independientes, por lo que f(a,y) = >_._, fi(a)gi(y) =0
para todo y € Y siy solo si f;(a) = 0 para todo i. Entonces el complemento de
p1(U) es cerrado, los ceros de {f;}:, asi que p1(U) es abierto como querfamos
probar.

O

Como un corolario del teorema 1.3.20 veremos la siguiente proposicion que
serd util més adelante.

Proposicién 1.3.21. Sean X,Y variedades algebraicas y A C X, B C'Y dos
subconjuntos no vacios. Entonces A x B = A x B.

Demostracion. Como A x B es un cerrado que contiene a A x B, la inclusién
A x B C AxB es inmediata. Para demostrar la igualdad lo que queremos probar
es que el conjunto Ax B es denso en Ax B. Para estosea U C Ax B un abierto no
vacio. Como la proyeccion en la primera coordenada p;: A x B — A es abierta,
se tiene que p1(U) C A es un abierto no vacio de A, por lo que p; (U) N A # @.
Sea a € p1(U) N A y consideremos la variedad cerrada B, = {a} x B. Ahora
consideramos el abierto no vacio U, = B, NU de B, y la proyeccién en la
segunda componente py: B, — B, como esta es abierta, se tiene que po(U,) es
un abierto no vacio de B, por lo tanto B N pe(U,) # @. Entonces existe b € B
tal que (a,b) € U,, es decir (a,b) € (A x B)NU y por lo tanto la interseccion
es no vacia. U

En la siguiente observacion vemos como un conjunto cerrado de una variedad
algebraica puede verse él mismo como una variedad algebraica, lo que seré una
subvariedad cerrada.

Observacion 1.3.22. Sea X una variedad algebraica. Si Y C X es un conjunto
cerrado de X, siendo un espacio topolégico con la topolgia relativa, puede verse
como una subvariedad algebraica de X, en el sentido de que Y sea una variedad
algebraica de tal forma que el mapa inclusién ¢: Y= X es un morfismo de va-
riedades algebraicas. El haz de k-algebras que consideramos en Y, que cumple
estas condiciones, es el haz de funciones Oy definido de la siguiente manera: si
V C Y es un abierto, f € Oy (V) siy solo si para todo z € V existe g € Ox (Uy),
con z € U, C X abierto tal que flu,nv = glu,nv. (Ver [2, Lema 1.4.42]).
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1.4. Dimension

En esta seccion repasamos el concepto de dimension. Hablaremos de la di-
mension de un espacio topolégico, de un anillo, de una variedad algebraica y
de cémo se relacionan entre si. Cuando se trabaja con espacios vectoriales o va-
riedades diferenciables es comtn usar argumentos de dimension de los espacios
para sacar conclusiones. De igual modo en variedades algebraicas puede usarse
este tipo de argumentos. Un resultado muy ttil en este sentido es que la dimen-
sién de un cerrado propio de una variedad irreducible es estrictamente menor
que la dimensiéon de la variedad.

Definicién 1.4.1. Decimos que un espacio topologico X es irreducible si es no
vacio y no se puede escribir como unién de dos cerrados propios, es decir, si
X =AUB,con AC Xy B C X cerrados, entonces A = X o bien B = X.
Cuando decimos que un subconjunto Y C X es irreducible siempre consideramos
a Y con la topologia relativa.

Observacion 1.4.2. 1. Un conjunto algebraico X es un espacio topologico
irreducible si y s6lo si Z(X) es un ideal primo (|2, Teorema 1.3.20]). Por ejemplo,
V(zy — 1) C A? es irreducible pero V(zy) C A? no es irreducible, en efecto
V(zy) = V() UV(y).

2. Un espacio topologico es irreducible si y s6lo si todo abierto no vacio es
denso; equivalentemente, X es irreducible si y sélo si dados dos abiertos U y V'
no vacios de X se tiene que U NV # @.

3. Es importante mencionar lo siguiente: cuando tenemos un par de subcon-
juntos Y, Z C X de un espacio topologico X, tal que Y C Z C X, si Z también
tiene la topologia relativa heredada de X, entonces Y serd o no irreducible
independientemente de si lo vemos como subconjunto de X o de Z.

Definicion 1.4.3. Sea X un espacio topologico, consideramos todas las cadenas
finitas de cerrados irreducibles en X:

X0 CX1C...CX,,

la longitud de dicha cadena es p, con p > 0 (un entero no negativo). Definimos la
dimensidon de X, y la denotamos por dim(X), como el supremo de las longitudes
de todas las cadenas de ese tipo. Es decir que la dimension de X es el supremo
de las longitudes de las cadenas de cerrados irreducibles; este supremo podria
ser infinito.

En el caso de ser X una variedad algebraica, la dimension de X se define
como la dimensién del espacio topolégico subyacente; veremos en esta seccion
que en este caso dim(X) < oco.

Definiciéon 1.4.4. Diremos que un espacio topologico es noetheriano si toda
cadena ascendente de abiertos:

UL CU,C---CU;C- -,

estabiliza, es decir que existe n tal que U; = U,, para todo i > n.
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Ejemplo 1.4.5. El espacio afin A™ es noetheriano: si tenemos una cadena

ascendente de abiertos Uy C Uy C --- C U; C ---, tomando complementos
obtenemos una cadena descendente de cerrados: Uf D U5 D --- D Uf D ---, lo
que nos da una cadena ascendente de ideales en k[z1, ..., x,)]

I(UF) CT(US) € -~ CT(UF) -+ :

como k[zy,...,x,] es noetheriano [1, Teorema 7.5.], existe r tal que Z(Uf) =
Z(Ug) para todo ¢ > r. Dado que V(Z(Uf)) = Uf para todo i, tenemos que
Ui = Uy para todo ¢ > r, de lo que se concluye que la cadena descendente de
cerrados estabiliza y por lo tanto la cadena ascendente de abiertos estabiliza.

Observacion 1.4.6. 1. Todo espacio topologico noetheriano X puede descom-
ponerse de manera Unica como una unién finita X = X;U---UX,. de subconjun-
tos cerrados irreducibles X;, de tal manera que X; ¢ X; para todo i # j. Cada
X; es llamada una componente irreducible de X (ver [10, Proposicion 1.5]).

2. Si X es un espacio topologico noetheriano, la dimension de X es igual al
méaximo de las dimensiones de sus componentes irreducibles. Esto es claro ya que
si descomponemos X = X7 UXsU...UX, como unién de sus componentes irre-
ducibles sabemos que X; ¢ X paracadai# j;ysiYp G Y1 & ... & Y, es una
cadena de cerrados irreducibles en X entonces hay una componente irreducible
de X que contiene a Y, y por lo tanto a cada Y;, eso implica dim(X) < dim(X})
para algin j. La desigualdad dim(X;) < dim(X) para cada ¢ es inmediata.

Proposicion 1.4.7. Sea X un espacio topoldgico noetheriano que puede ser
cubierto por una familia de abiertos {U;}icr, X = UJ,c; Ui. Entonces dim(X) =

il
sup dim(U;).
i€l
Demostracion. Sea X; & Xo & -+ & X, una cadena de cerrados irreducibles

de X, entonces existe ig € I tal que X; NU;, # @. Probaremos que
(X1NUs) & (X2NUs) & -+ & (X, NT;,)

es una cadena de cerrados irreducibles de U;, y por lo tanto tendremos que
supdim U; > dim X porque dada una cadena de cerrados irreducibles de X
iel

sieempre existe algin U; que contiene una cadena de cerrados irreducibles de la
misma longitud. Como X es cerrado de X para cada j, X;NU;, es un cerrado no
vacio de U;,, ademés X; NU;, es un abierto de X; y dado que X es irreducible,
se tiene que X; N U, es irreducible, porque un abierto de un irreducible es
irreducible. Asi que cada X; NU;, es un cerrado irreducible de U;,. Para probar
que las inclusiones son estrictas, veamos primero que X; N U;, = X;; en efecto,
X es cerrado asi que X; NU;, C Xy, si X; NU;, # X, se puede escribir:

X; =X, N0, U (X;\ X; NU;,)

pero X; es irreducible y X; \ X; N U;, es cerrado distinto de X, entonces
X; =X;NUy,.
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Como X; & X1 para todo j =1,...,7 — 1, se tiene

Xj N Uio C Xj+1 n Uig

X, =X;nN Uio C Xi—i—l N Uio = Xj+1

por lo tanto
Xj N Uio g Xj+1 N Ui0~

Ahora tomemos un abierto U € {U,;}ier v consideremos una cadena de
cerrados irreducibles de U de longitud n:

Cada Y; es un cerrado de U, por lo tanto es la intersecciéon de un cerrado de X
con U:
Y;=C;nU

con C; cerrado de X. Podemos suponer que Cj; es irreducible, ya que si no
lo es, como X es noetheriano, se puede escribir como una unién finita de sus
componentes irreducibles:

C,i=7Z,UZyU---UZg,

entonces Y; = C;NU = (Z1NU)U(ZyNU)U---U(Z;NU) es irreducible y cada
Z; N U es un cerrado de C; NU, entonces C; NU = Z; NU para algtn j, con Z;
cerrado irreducible de C;. Como C; es cerrado de X, se tiene que Z; también
es cerrado de X. Por lo tanto suponemos que cada C; es un cerrado irreducible
de X. Ademés, como C; NU =Y; ¢ Yiy1 = Ci41 NU para cada i, se tiene que
C; & C;4+1 para cada 4, luego tenemos una cadena de cerrados irreducibles de
X de longitud n:
CoGCr &G0y,

lo que implica que dim U < dim X, por lo tanto

supdim U; < dim X.
iel

Asi que dim X = supi € I dimU;. O

El siguiente ejemplo muestra que la dimensiéon de un espacio topoldgico
no necesariamente es igual a la dimensién de un abierto (denso) aun siendo
noetheriano.

Ejemplo 1.4.8. Sea X = {0,1} un conjunto con dos elementos y con la to-
pologia 7 = {&,{0},{0,1}}. Es claro que dim{0} = 0 y dimX = 1 ya que
{0} C {0,1} es una cadena de cerrados irreducibles. Ademas mencionamos aqui
que la dimensién de un espacio topoldgico noetheriano no necesariamente es
finita.
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Lema 1.4.9. Sea X un espacio topoldgico noetheriano, irreducible y de dimen-
sion finita. S1Y G X es un cerrado propio, considerado con la topologia relativa,
entonces dim(Y) < dim(X).

Demostracion. Podemos suponer que Y es irreducible ya que la dimensién es
igual al maximo de las dimensiones de sus componentes irreducibles. Entonces
cualquier cadena Yy & Y7 & ... & Y, =Y de cerrados irreducibles de Y de
longitud r se puede extender a una cadena de cerrados irreducibles de X de
longitud r+1: Yo C Y1 € ... C Y, =Y ¢ X; como dim(X) < oo, se tiene que
dim(Y) < dim(X). O

1.4.1. Grado de trascendencia

En esta seccion relacionamos la dimension de una variedad irreducible con
la dimensiéon de su algebra asociada y con el grado de trascendencia de su
cuerpo de funciones racionales. Muchos autores definen la dimensiéon de una
variedad empezando por este camino, recordar que nosotros la definimos como
la dimension del espacio topoldgico subyacente.

En esta seccion no nos detendremos en la mayoria de las pruebas de los
resultados que son puramente algebraicos, las referencias principales son [1], [6],

7]y [12].

Definicién 1.4.10. Consideremos la extension de cuerpos k C F. Decimos que
los elementos a1, as, ..., a, € Fson algebraicamente independientes sobre k si el
mapa evaluacion ¢, : k[x1, ..., z,] = k es inyectivo, donde a = (ay,...,a,) € F".
En otro caso decimos que son dependientes.

En otras palabras, si aq,...,a, son elementos de F dependientes sobre k
entonces existe un polinomio no nulo en r variables f € k[z1,...,z,] tal que
flai,...,a.) =0.

Un subconjunto infinito A C F es algebraicamente independiente (sobre k)
si todo subconjunto finito de A es algebraicamente independiente; en otro caso
se dice que es algebraicamente dependiente.

Definicion 1.4.11. Sea k C F una extensién de cuerpos. Una base de tras-
cendencia para F sobre k es un conjunto A C I algebraicamente independiente
sobre k tal que IF es algebraico sobre k(A), donde k(A) es el menor subcuerpo
de F que contiene a k y al conjunto A.

Recordemos algunas de las propiedades basicas de las bases de trascendencia
y la definicion de grado de trascendencia (ver [7, Capitulo 9]).

Observacion 1.4.12. Si existe un conjunto finito A C FF tal que F es algebraico
sobre k(A), entonces:

1. todo subconjunto algebraicamente independiente maximal de I es base de
trascendencia de F sobre k.
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2. todo subconjunto B C F minimal entre aquellos donde F es algebraico
sobre k(B) es una base de trascendencia.

3. toda base de trascendencia de F sobre k tiene el mismo namero de ele-
mentos que A, a ese numero lo llamamos grado de trascendencia y lo
denotamos por degy (IF).

Lema 1.4.13. Si K C L C F es una cadena de extensiones de cuerpos, entonces
vale la igualdad:

degy (F') = degy (L) + deg (F).

Mas aun, si A es base de trascendencia de L sobre K y B es base de tras-

cendencia de F sobre L entonces AU B es base de trascendencia de F sobre
K.

Demostracion. Ver [12, Capitulo VI, Teorema 1.11] O

Definiciéon 1.4.14 (Dimension de un anillo). Sea A un anillo y

PGP GG Py

una cadena finita de ideales primos de A. Decimos que la longitud (o altura)
de una tal cadena es d; llamamos dimension de A y lo denotamos por dim(A),
al supremo de las longitudes de esas cadenas, que eventualmente podria ser
infinito. Esta es la llamada dimensién de Krull, debida al matematico alemén
Wolfgang Krull.

Como ejemplo consideremos el anillo de polinomios k[z] en una variable.
Como es un dominio de ideales principales, todo ideal es de la forma I = (f)
con f € k[z]; ademas I # {0} es un ideal primo si y s6lo si f es primo, por lo
que si (f) & (g) v f es primo necesariamente g es invertible y (g) = k[z]; en el
caso de ser g primo y cumplirse esa inclusion, se tiene que necesariamente f = 0.
La conclusion es que todas las cadenas maximales de ideales primos constan de
dos elementos:

{0} & (/)

con f primo. La altura de esas cadenas es 1, por lo que
dim(k[z]) = 1.

Tener en cuenta que como k[z] es un dominio de integridad, el ideal {0} es
primo. Si A no es un dominio, el cero no es un ideal primo.

Los siguientes resultados nos permiten relacionar la dimensiéon de una varie-
dad afin irreducible con el grado de trascendencia del cuerpo de fracciones del
algebra asociada.

Teorema 1.4.15. Sea A una k-dlgebra finitamente generada sin divisores de
cero. Si denotamos por [A] al cuerpo de fracciones de A, entonces:

degy, ([A]) = dim(A).
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Demostracion. Ver [6, Cor. 2.56]. O

Observacion 1.4.16. Si X una variedad afin irreducible, entonces su k-algebra
asociada es un dominio de integridad ya que Z(X) es un ideal primo (observacion
1.4.2) y k[X] = Kk[z1,...,2,]/Z(X). Por el teorema 1.4.15 tenemos que el grado
de trascendencia del cuerpo de fracciones de k[X] es igual a la dimension del
anillo k[X]:

degy ([k[X]]) = dim(k[X]).

Dado que existe una correspondencia entre los ideales primos de k[X] y los
cerrados irreducibles de X de tal manera que una cadena de irreducibles se
corresponde con una cadena de primos de la misma longitud y viceversa, tenemos
que la dimension de X es igual a la dimensién de su algebra asociada:

dim(X) = dim(k[X]),

entonces la dimension de X es igual al grado de trascendencia del cuerpo de
fracciones de k[X] sobre k y por lo tanto es finita:

dim(X) = deg, ([k[X]]) < occ.

En particular, si consideramos el espacio afin A", su algebra asociada es el anillo
de polinomios con n indeterminadas k[z1,...,z,], su cuerpo de fracciones lo
denotamos por k(z1,...,z,) v es claro que degy(k(z1,...,2,)) = n, entonces
dim A" = n. Como cualquier prevariedad puede ser cubierta por una cantidad
finita de abiertos afines tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 1.4.17. Si X es una prevariedad algebraica, entonces

dim(X) < oo.

Demostracion. Sigue de la observacion anterior y de la proposicion 1.4.7. U

Los elementos del cuerpo de fracciones de una variedad afin X, pueden verse
como funciones racionales, en el sentido de que si f/g € [k[X H se puede definir:

flg: Xy —k

por (f/g)(z) = ggfg Dada la relacién que hay entre la dimensién de X y el
grado de trascendencia del cuerpo de fracciones sobre k, nos interesa extender
la nocién de funcién racional a una variedad algebraica. Definiremos el cuerpo de
funciones racionales de una variedad irreducible; luego veremos que en el caso
afin esta definicion nos devuelve el cuerpo de fracciones del algebra asociada.
Concluiremos que la dimensién de una variedad algebraica irreducible es igual
al grado de trascendencia del cuerpo de funciones racionales.
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Definicion 1.4.18. Sea X una variedad algebraica irreducible. Definimos el
cuerpo de funciones racionales k(X) como el limite directo de la familia

(Ox(U), puv) U,V C X abiertos’

donde los abiertos estédn ordenados por inclusion (U <V siysélosiU D V) y
puv : Ox(U) — Ox (V) es la restriccion de funciones para cada par de abiertos
V Cc U C X. En otras palabras, k(X) son clases de equivalencia de funciones
regulares de tal manera que f € Ox(U) es equivalente a g € Ox (V) si y sblo
si existe un abierto no vacio W € U NV tal que flw = glw. Observamos que
como X es irreducible, el abierto W es denso, por lo que f y g coinciden en todo
unv.

Observacion 1.4.19. Es claro que si X es una variedad algebraica irreducible
y U C X es un abierto no vacio, este es denso e irreducible y se tiene que
k(X) 2 k(U), viendo a U como una subvariedad abierta de X.

Observacion 1.4.20. El cuerpo de funciones racionales es, en efecto, un cuerpo:
si f € k(X) es no nulo, haciendo abuso de notacion, existe U C X un abierto
no vacio tal que f|ly € Ox(U) es no nulo. Dado que X puede ser cubierto
por abiertos afines podemos suponer que U es afin (més chico si es necesario).
Consideramos el abierto afin:

Uy =f{e €U/ flu(@) #0} C U

1
y definimos g = fly, € Ox(Uy) = Ou(Uy) = k[U]y|,; entonces — € Ox (Uy) es
)
un representante del inverso de f.
La siguiente proposicién nos da una caracterizacion més amigable del cuerpo
de funciones racionales. De hecho, en [6] se define este cuerpo como el cuerpo

de fracciones de un abierto afin cualquiera de la variedad y se prueba que no
depende del abierto elegido.

Proposicion 1.4.21. Sea X una variedad algebraica irreducible. StV C X es

~

un abierto afin, entonces k(X) & [k[V]] En particular, si X es afin, tenemos
k(X) = [k[X]].
Demostracion. Vamos a definir, para cada abierto U C X no vacio, un mapa
ay : Ox(U) = [k[V]].
Como X es irreducible, el abierto U NV es denso X y la restriccion
Ox(U)—=0x(UNV)=0y(UNV)

es inyectiva. Si f € Ox (U), se tiene que f|yny € Oy (UNV) y existen g, h € k[V]

tal que fly, = %‘V ,con Vi, C UNYV abierto basico. Definimos:
h
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La definicion de oy no depende de g y h; en efecto, si ¢’, b’ € k[V] son tales que

/

_ 9
Vie = 3

f

Vi

entonces, tomando W =V}, NV}, # & (porque X es irreducible), tenemos que
/

g 9
E'Wiﬁ

W’
entonces (gh' — ¢’h)|w = 0. Como W es un abierto no vacio, es denso en V,
por lo que gh’ — ¢’h =0 en V (por continuidad de las funciones regulares), asi
que % = %i en []k[V]] Es claro que ay es un morfismo de k-élgebras para cada
abierto U € X y si U’ C U C X son abiertos, entonces el siguiente diagrama

conmuta:

Ox (U) = [k[V]]

Puu’
O(U/

Ox(U")

Ademés, la union de los conjuntos ay(Ox (U)), para U C X abierto, es igual

al cuerpo de fracciones de k[V] ya que si % € [k[V]] este es la imagen por
ax, de la funcion regular %‘X € Ox(Xp). Por ultimo, si ay(f) = 0 para
h

algin f € Ox(U), existen g, h € k[V] tal que g/hlx, = flx, = 0, por lo que
pux, (f) = 0. Luego, el cuerpo de fracciones de k[V] es el limite directo de
(OX(U), pUU/), es decir el cuerpo de funciones racionales de X. O

Observacion 1.4.22. Sea X es una variedad algebraica irreducible y U C X
es un abierto afin. Si X = (J;_, V; es un cubrimiento finito por abiertos afines
de X, entonces dim X = sup, dim V; (proposicion 1.4.7). Como el cubrimiento
es finito, existe iy tal que dim X = dim Vj;,, entonces

dim X = dim V;, = deg; ([k[V;,]]) = degy (k(X)) = deg, ([k[U]]) = dim U.

Observaciéon 1.4.23. [6, Proposicion 5.35.]. Si X e Y son dos variedades alge-
braicas irreducibles entonces

dim(X xY) =dim X + dim Y.

Se puede suponer que X e Y son afines y la prueba consiste en tomar una base
de trascendencia {z1,...,2m} C kK[X] y {y1,..-,yn} C k[Y] de k(X) y k(Y)
respectivamente (sobre k) y ver que {z; ® 1,1®y; :i=1,...,m, j=1,...,n}
es una base de trascendencia de k(X x Y) = [k[X] @ k[Y]] sobre k.
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Capitulo 2

Resultados centrales sobre
morfismos

En este capitulo presentaremos los teoremas referentes a morfismos de varie-
dades que necesitaremos para el resto de la monografia. Los teoremas centrales
son el teorema de Chevalley (teorema 2.2.1) y el teorema sobre la dimension de
las fibras de un morfismo (teorema 2.2.9). Enunciamos también una version del
teorema principal de Zariski (corolario 2.3.11).

2.1. Definiciones béasicas y resultados
preliminares

Definicién 2.1.1. Sea X un espacio topolédgico, decimos que Y C X es local-
mente cerrado si es la interseccion de un conjunto cerrado con uno abierto, es
decir Y = AN B donde A C X es abierto y B C X es cerrado.

Decimos que Y es constructible si es union finita de conjuntos localmente
cerrados.

Lema 2.1.2. Sea X un espacio topoldgico. Un subconjuntoY C X es localmente
cerrado si y solo si es abierto en Y .

Demostracion. SeaY = ANB con A abierto y B cerrado; es claro que Y C ANY.
Como Y C B con B cerrado e Y es el menor cerrado que contiene a Y, se tiene
que Y C B, entones Y = ANY. Por lo tanto Y es un abierto de Y.

En el otro sentido, si Y es abierto en Y entonces existe A abierto de X tal
que Y = ANY,ycomo Y es cerrado se tiene que Y es localmente cerrado. [

Proposicién 2.1.3. Sean X un espacio topoldgico noetheriano e Y C X un
conjunto constructible en X. Entonces existe U C'Y C Y tal que U es un
abierto denso de Y.

61
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Demostracion. Sea Y = U;L:1 Y; donde cada Y; es localmente cerrado. Como
la unioén es finita se tiene que ¥ = U, Y;. En el caso de ser Y un conjunto
irreducible se tiene que Y es irreducible, entonces Y; = Y para algtn i. Como Y;
es localmente cerrado, es abierto en su clausura. Entonces Y; C Y es un abierto
y denso de Y.

Si Y se descompone como unién de cerrados irreducibles, ¥ = U;nzl C;.
Cada C; es cerrado en Y, es decir que existen B; cerrados en X tal que C; =
Y NB; = (U, Y:)NB;=,;Y; N Bj) que es constructible en X porque cada
Y;NB; es localmente cerrado. Por lo tanto tenemos que los C; son constructibles
en X e irreducibles, entonces por lo anterior se tiene que cada C; contiene
un abierto denso de su clausura, digamos U; C C; C Cj. Por otro lado se
tiene la igualdad Y = Ujmzlﬁj y se puede probar facilmente que los C; son
las componentes irreducibles de Y si para cada j consideramos el conjunto
Ci = Y\ ( Uizj Ci) =C;\( Uizj C;) este es un abierto no vacio de Y contenido
en ?j, por lo que U; N C]’» es un abierto de Y que es denso en @ Entonces
U=, (U; N C'J’) es un abierto denso de Y contenido en Y. O

Observacion 2.1.4. No es valido el reciproco de la proposicion anterior, es
decir, si Y contiene un abierto denso de su clausura no necesariamente es cons-
tructible. Como ejemplo consideremos el espacio afin A? = C? y el cerrado
V =V(zy—1) = {(a,b) € C?: ab— 1 = 0} la hipérbola, el abierto U = C2\ V
y el conjunto Y = UUC, donde C = {(n, %) € C? : n € N} un conjunto infinito
de puntos de la hipérbola (observar que C' no es un conjunto cerrado). Entonces
Y es un conjunto irreducible que claramente no es constructible, pero U C Y es
un abierto denso de Y = C2.

Definicién 2.1.5. Sea f: X — Y un morfismo de variedades. Decimos que f
es dominante si f(X) =Y y si para cada componente irreducible X; de X se
cumple que f(X;) es una componente irreducible de Y.

Lema 2.1.6. Si X eY son variedades afines irreducibles, entonces un morfismo
f:X =Y es dominante si y sélo si f# :k[Y] — k[X] es inyectivo.

Demostracion. Sea f dominante y o € k[Y] tal que f#(a) = ao f =0 € k[X].
Entonces a se anula en la imagen de f que es densa en Y, por lo tanto se anula
en Y (por continuidad de las funciones regulares, ya que a~1(0) es cerrado y
contiene a f(X), Y = f(X) C a=1(0) = a71(0)). Asi se tiene que a debe ser
0 € k[Y], luego f# es inyectiva.

En el otro sentido, sea f# inyectiva y supongamos por absurdo que f(X)
no es denso en Y, entonces existe y € Y\ f(X) y o € k[Y] tal que a(y) #0y
a|m = 0 (observacion 1.2.24 item 4) luego f#(a) = a o f = 0 contradiciendo

que f# es inyectivo. O

Lema 2.1.7. Sean X eY wvariedades irreducibles. Si f : X — Y es un morfismo
dominante, entonces dim(Y) < dim(X).
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Demostracion. Sea V C Y un abierto afin no vacio de Y. Como f(X) es denso
en Y, entonces V N f(X) # @ y por lo tanto f~1(V) C X es un abierto no
vacio. Sean Ox el haz de X y Oy el haz de Y. Como f es un morfismo, tenemos
el morfismo de haces f#: Oy — f.(Ox) que nos da un morfismo de &lgebras

# 1 Oy (V) = Ox(f~Y(V)). El cuerpo de fracciones de Oy (V) es k(Y) y el
de Ox(f~1(V)) es k(X). El morfismo f‘# induce un morfismo en el cuerpo de
fracciones k(Y) — k(X) (de forma canonica, [1, Proposiciéon 3.1]) y como todo
morfismo de cuerpos es inyectivo tenemos la extension

k ck(Y) Cc k(X),
entonces degy (k(Y)) < degy (k(X)), por lo que dim(Y") < dim(X). O

2.2. Teorema de Chevalley

Teorema 2.2.1 (Chevalley). Sea f: X — Y un morfismo entre las variedades
X eY. Entonces existe un abierto y denso U de f(X) tal que U C f(X).

Demostracion. Ya que el teorema es sobre la imagen de f podemos suponer que
f es dominante. Ademés podemos suponer que X es irreducible y por lo tanto
Y también lo sera. Cuando X no es irreducible basta con aplicar el teorema a
cada componente irreducible.

Primero probaremos el teorema para el caso en que X e Y son afines. Por
la observacion 1.2.41 tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

X 4> Y
I
Spm(k[X ]) *> Spm(k[Y

donde E'x y Ey son homeomorfismos. Asi que es suficiente probar la existencia
de un abierto V' de Spm(Kk[Y]) tal que V' C f#" (Spm(k[X])), luego U = E;} (V).
Queremos probar la existencia de un elemento g € k[Y] tal que

V = Spm(k[Y]), C f#"(Spm(k[X])) = {# (V) / N € Spm(k[X])}.

Equivalentemente queremos probar la existencia de un elemento g € k[Y] de
tal manera que si M es un ideal maximal de k[Y] con g ¢ M entonces existe un
ideal maximal N C k[X] tal que M = f#_l(N)7 es decir f#(M) C N (recordar
que f#fl(N) es maximal, lema 1.1.34).

Si M es un ideal maximal de k[Y], su imagen f# (M) es un ideal maximal
de f#(k[Y]) C k[X]. Entonces existe o : f#(k[Y]) — k tal que f#(M) =
ker(a) (recordar que todo ideal maximal es de esta forma para una k-algebra
finitamente generada, donde k es algebraicamente cerrado).
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Por el lema 1.1.20, existe u € f#(k[Y]) C k[X] tal que todo morfismo
a: f#(k[Y]) = k con a(u) # 0 se puede extender a un morfismo a: k[X] — k,
por lo que

ker(a) = ker(a) N f#(k[Y]),

ademas ker(&) es un ideal maximal de k[X].

Como f es dominante, f# : k[Y] — k[X] es inyectivo, asi que es suficiente
tomar g € k[Y] tal que f#(g) = u, ya que para todo ideal maximal M C k[Y]
tal que g ¢ M, se tiene que u = f#(g) ¢ f#(M) = ker(a), para algiin morfismo
a: f#(k[Y]) = k, por lo que a(u) # 0. Entonces existe un ideal maximal N de
k[X] tal que

fH(M) = N n f#(k[]Y]),

asi que f# (M) C N como queriamos probar.

Cuando X e Y no son afines, consideramos un cubrimiento por afines de Y:

Mediante la observacion 1.3.17 existe un cubrimiento finito por abiertos afines
de X:

U
j=1

de tal manera que para j existe i (que depende de j) tal que f(U;) C V;. Como
F(X) =U; f(Uj), se tiene que

Y = f(X) = U@,

pero como Y es irreducible, existe jo tal que Y = f(U,,). Por otro lado existe
io tal que f(Uj,) C Vj,. Tenemos el morfismo f|y, : Uj, — V;, entre variedades

Vi
afines, entonces existe U C f(Uj,) tal que U es abierto de f(U;,) °, donde ~i

representa la clausura en V;,, pero como V;, es un abierto de Y se tiene que
U es un abierto de f(Uj,) = Y. Asi que U es un abierto de Y contenido en

fUj,) € f(X). O

Corolario 2.2.2. La imagen de un morfismo entre variedades algebraicas es
un conjunto constructible.

Demostracion. Sea f: X — Y un morfismo de variedades algebraicas, entonces
por el teorema anterior podemos encontrar un abierto U de f(X) contenido en
f(X) y podemos escribir

fX)=Uuf(xX\f1(U)
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Como U es abierto en f(X) es la interseccion de un abierto de Y con
el cerrado f(X) entonces U es localmente cerrado en Y. Resta probar que
(X \ f71(U)) es union finita de conjuntos localmente cerrados.

Como f es continua y U es un abierto no vacio de f(X) se tiene que f~1(U)
es un abierto no vacio de X, luego X \ f~1(U) es un cerrado propio de X.
Entonces:
dim (X \ f71(U)) < dim(X)

Razonando por induccién en la dimensiéon de X, si dim(X) = 0 entonces X
es una coleccion finita de puntos y por lo tanto también lo es f (X \ f~1(U)),
asi que es localmente cerrado.

Ahora sea dim(X) = n+1 y supongamos valido el teorema para dim(X) < n.
Como dim (X \ f7'(U)) < dim(X) = n + 1, entonces dim (X \ f~1(U)) < n,
por hipotesis de induccion se tiene que f (X \ f~*(U)) es constructibleen Y. [

Definicién 2.2.3. Un morfismo f: X — Y entre variedades algebraicas es afin
si existe un cubrimiento por afines U; de Y tal que f~1(U;) = V; es afin. Diremos
que el morfismo es finito si ademas cada k[V;] es un k[U;]-modulo finitamente
generado.

Nos interesa presentar una prueba del teorema de Chevalley (2.2.9) sobre
la dimension de las fibras de un morfismo (la dimensién de la preimagen de un
punto), este es un teorema central para esta monografia. Para la prueba seguimos
principalmente las ideas de [2] y necesitamos una serie de lemas previos (lemas
2.2.4,2.2.5, 2.2.7 y corolario 2.2.8) que presentamos a continuacion. Dado que
son resultados meramente técnicos remitimos las pruebas a las referencias.

Lema 2.2.4. Sea f : X — Y un morfismo finito y sobreyectivo entre variedades
algebraicas. Entonces dim f~1(Z) = dim Z para toda subvariedad cerrada Z C
Y.

Demostracion. [2, Lema 2.2.24]. O

Lema 2.2.5. Sean X e Y dos variedades afines irreducibles y f : X —'Y un
morfismo dominante. Entonces existe un abierto U C Y mno wvacio tal que la
funcion fly— @y : Y U) = U se puede factorizar de la siguiente manera:

FUU) = AT X U
\ l”
U

donde g es un morfismo finito y sobreyectivo, ps es la proyeccion en la seqgunda
coordenada, r = dim X — dimY" y el diagrama de arriba conmuta: f|s—1r) =

p20g-

Demostracion. |2, Lema 1.5.2] O
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Definicion 2.2.6. Sea X una variedad irreducible e Y C X una subvariedad.
Definimos la codimension de Y como codim(Y) = dim X — dim Y.

Lema 2.2.7. Sea X una variedad afin.

1. Si f € k[X] es no constante, entonces las componentes irreducibles de
V(f) tienen codimensidn uno.

2. 8iY C X una subvariedad irreducible de codimension m > 1, entonces

existen fi,..., fm € Kk[X] tal que Y es una componente irreducible de
V(fla"'afm)‘
Demostracion. Ver [8, X.1.5 y X.1.9]. O

Corolario 2.2.8. Sea X una variedad afin y f1,-- -, fm € K[ X], entonces, si Z
es una componente irreducible de V(f1,..., fm), se tiene que

dimX —dimZ <m
Demostracion. Ver [8, X.1.7]. O

Teorema 2.2.9. Sean X,Y wariedades irreducibles y f : X — Y un morfismo
dominante. Siy € f(X), entonces:

1. Para cada componente irreducible Z de f=1(y) se tiene que dim(Z) >
dim(X) — dim(Y").

2. Existe U abierto no vacio de Y contenido en f(X) tal que para todo y € U
y para toda componente irreducible Z de f~1(y) se cumple que dim(Z) =
dim(X) — dim(Y).

3. La funcion x — dim f~1(f(x)) es semi-continua superiormente, es decir
que el conjunto {x € X / dim f~1(f(x)) > n} es cerrado ¥V n € Z2°.

Demostracion.

1. Si dimY = 0 entonces Y = {y} es un punto porque es irreducible y
por lo tanto f~1(y) = X, asi que no hay nada que probar en este ca-
so. Consideremos ahora que dimY > 0. Podemos suponer que X,Y son
afines, ya que si y € Y podemos tomar un abierto afin V C Y (que
sera irreducible) con y € V y un abierto afin W C X (también irre-
ducible) tal que f(W) C V (observacion 1.3.17.2), de tal modo que
flw: W — V es un morfismo de afines donde Z N W es una compo-
nente irreducible f=1(y) "W = (flw) *(y). Ademas, como Z N W es
un abierto de Z, se tiene que dim Z = dim(Z N W) (proposicion 1.4.7).
También tenemos que dimY = dimV, dim X = dimW y f|w es domi-
nante porque f(X) = f(W) C f(W) y entonces Y = f(W), por lo que

Fon) =FW)nv=v.
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Por lo tanto suponemos que Y es afin, al igual que X. Entonces por el lema
2.2.7 existen m = dimY = codim{y} > 0 funciones regulares f1, -, fi, €
k[Y] tal que {y} es una componente irreducible de V(f1,..., fm). Para
cada ¢ = 1,...,m consideremos las funciones regulares en X dadas por
gi = fio f € k[X] (porque f es un morfismo). Si Z es una componente
irreducible de f~!(y) entonces Z C V(g1,...,Gm), pues

ZCf ' y=f2)=y=92)=fiof(Z)=fi(y) =0Vi=1,...,m.

Sea Z; una componente irreducible de V(gi,...,gm) tal que Z C Zy,
entonces f(Zy) es irreducible y ademas f;(f(Zo)) = gi(Zo) = 0 para todo
i, por lo que tenemos

y=f(Z)C f(Zo) CV(f1,--sfm)

pero {y} es una componente irreducible de V(f1, ..., fm), entonces

(Z) = 1(Zo) = {y},

por lo tanto Zy C f~'(y), entonces Z = Z. Es decir que Z es una
componente irreducible de V(g1,...,gm), por el corolario 2.2.8 se tiene
que

dimX —dimZ <m=dimY

entonces

dimZ > dim X — dimY.

2. Suponemos que X,Y son afines. Por el Lema 2.2.5 existe U abierto no
vacio de Y y g : f~1(U) — A" x U un morfismo finito y sobreyectivo,
donde 7 = dim X — dimY’, tal que f|;-1(y) = p2og. Siy € Uy Z es
una componente irreducible de f~1(y), entonces, usando también el Lema
2.2.4 tenemos

dim Z < dim f~(y) = dimg (A" x {y}) = dim(A" x {y}) =7
y de la parte anterior sabemos que
dimZ >r

entonces dim Z = dim X — dim Y. Ademaés como g y ps son sobreyectivas

U=f(f71(U)) C f(X).

3. Sea n € Z, queremos ver que el conjunto

Vo ={z e X / dimf~'(f(z)) >n}
es cerrado. Haremos la demostraciéon por induccién en la dimension de
X. Si dim X = 0, entonces no hay nada que probar dado que X es una
coleccién finita de puntos; en este caso V,, = & paratodon >0y Vy = X.
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Suponemos valida la tesis para dimensién del dominio de f < dim X. Por
la parte 1. tenemos que

dim f~!(f(z)) > dim X —dimY =r VzeX

y si r > n entonces V,, = X y por lo tanto es cerrado. Si 7 < n tomamos
U abierto no vacio como en el item anterior, entonces

dim f~Y(f(z))=r<n Vac fHU)

lo que implica que V,, € X \ f~Y(U) pero dim X \ f~1(U) < dim X,
entonces por hipétesis de induccion, el conjunto V,, es cerrado.

O

2.3. Teorema principal de Zariski

Esta seccién esta dedicada a exponer brevemente las definiciones y resultados
previos (que remitimos a las referencias) necesarias para entender los enunciados
de unas de las versiones del teorema principal de Zariski (teorema 2.3.10 y
corolario 2.3.11).

Definicion 2.3.1. Sea A un anillo conmutativo que ademéas es un dominio de
integridad. Decimos que A es integralmente cerrado si es integralmente cerrado
en el cuerpo de fracciones, es decir que si b € [A] es tal que existe un polinomio
monico p € Az] con p(b) = 0 entonces b € A ([1, Capitulo 5]).

Ejemplo 2.3.2. El anillo de los ntimeros enteros Z es integralmente cerrado;
en efecto, por el teorema de la raiz racional, si p/q € Q es raiz de un polinomio
moénico (con p y ¢ primos entre si), entonces g|1, por lo que p/q € Z.

Ejemplo 2.3.3. Si consideramos el anillo de polinomios k[t] con la indetermi-
nada t y el subanillo k[t2, t3] C k[t], entonces el cuerpo de fracciones de k[t?, 3]
es [k[tQ,t3]] = k(t). La indeterminada ¢ ¢ k[t2,¢3], pero si consideramos el po-
linomio moénico p(z) = 23 — t2x € k[t?, t3][x], se tiene que p(t) = 0, por lo que
k([t2,3] no es integralmente cerrado.

Definicion 2.3.4. Sea X es una variedad algebraica irreducible. Decimos que
un punto x € X es normal si existe un abierto afin U C X conx € U tal que k[U]
es integralmente cerrado, equivalentemente z es normal si Ox , es integralmente
cerrado. Decimos que X es normal si todos sus puntos son normales.

Recordamos que si X es una variedad afin irreducible, el cuerpo de fraccio-
nes de k[X] es k(X). En este caso tenemos la siguiente proposicion. (|2, Lema
1.4.106]).

Proposicion 2.3.5. Si X es una variedad afin e irreducible, entonces X es
normal si y solo si k[X] es integralmente cerrado.
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Ejemplo 2.3.6. La variedad C' = V(y? —2®) C A2 no es normal porque k[C] =
k[t?,3] que no es integralmente cerrado.

Recordemos que si X,Y son variedades algebraicas irreducibles y f: X —
Y es un morfismo dominante, entonces f induce un morfismo inyectivo en el
cuerpo de funciones racionales f#: k(Y) — k(X) (ver el lema 2.1.7). En estas
condiciones tenemos la siguiente definicion.

Definicion 2.3.7. Sea f: X — Y un morfismo dominante entre variedades
irreducibles.

1. Decimos que f es birracional si el morfismo inducido f#: k(Y) — k(X)
es un isomorfismo.

2. Decimos que f es separable si la extension de cuerpos k(Y) C k(X) es
separable.

Recordamos que una extension de cuerpos K C F' es separable si es una
extension algebraica tal que para todo elemento a € F existe un polinomio
p € K]lx] sin raices multiples (en una clausura algebraica de K) tal que p(a) = 0.
Por ejemplo, R C C es separable: si z € C este es raiz del polinomio (z —
2)(x — %) = 22 — (2 + 2)x + |2|?> € R[z] sin raices miltiples. En realidad, en
caracteristica 0 todas las extensiones son separables; en efecto, si K es un cuerpo
de caracteristica 0 y p € K[z] \ K es un polinomio irreducible, entonces todas
sus raices son simples |7, proposicion 2.12], lo que implica que si a pertenece a
alguna extension algebraica de K, su polinomio minimal en KJ[z] se anula en
a vy no tiene raices multiples. Entonces cualquier extension algebraica K C F
donde Car(K) = 0 es separable.

Ejemplo 2.3.8. Como ejemplo de un morfismo birracional tenemos f: A — C
(donde C = V(y? — 23) C A?) dado por f(t) = (t2,#3). Como el cuerpo de
fracciones de k[C] es isomorfo a k(t) = k(A!), f es un morfismo birracional.

La siguiente proposicion caracteriza en un sentido geométrico los morfismos
birracionales ([13, 5.1.2]).

Proposiciéon 2.3.9. Un morfismo f: X — Y es birracional si y sdlo si existe
un abierto U C X tal que f(U) CY es abierto deY y flu: U — f(U) es un
isomorfismo.

Observar que un morfismo birracional no necesariamente es un isomorfismo
(ejemplo 2.3.8, C' no es normal). En este sentido tenemos el siguiente teorema
y su corolario que son dos versiones del teorema principal de Zariski. No habla-
remos de la versién original ni de otras versiones, para esto se puede consultar
por ejemplo [6] o [13] entre otros.

Teorema 2.3.10. Sean X eY dos variedades irreducibles tal que Y es normal.
Si f: X =Y un morfismo birracional y biyectivo, entonces f es un isomorfis-
mo.
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Demostracion. |6, Proposicion 8.59]. O

Observar que el ejemplo 2.3.8 muestra que la hipotesis de normalidad es
necesaria.

Corolario 2.3.11. Sean X e Y wariedades algebraicas irreducibles tal que Y
es normal, si f : X — Y un morfismo biyectivo y separable, entonces f es un
isomorfismo.

Demostracion. [6, proposicion 8.60]. O

Observacion 2.3.12. Para nuestros fines seré de particular interés el corolario
2.3.11, porque recordemos que nuestro cuerpo de base k en esta monografia es
de caracteristica 0, lo que implica que todo cuerpo de funciones racionales k(X)
de una variedad irreducible es de caracteristica 0 y por lo tanto todo morfismo
dominante f: X — Y entre variedades irreducible es separable.

Para terminar con esta seccién hablaremos de una clase particular de pun-
tos de una variedad algebraica, los puntos no-singulares o regulares. Resultara
que un grupo algebraico irreducible consiste sélo de puntos regulares, es decir
que es una variedad no-singular o regular. Comenzamos recordando algunas
definiciones sobre anillos locales.

Sea A un anillo local noetheriano y M su ideal maximal. El cociente k :=
A/M es un cuerpo. Ademas M/M? es naturalmente un k-espacio vectorial:
(a+ M)(m + M?) = am + M?> € M/M? cona € Ay m € M. Como A es
noetheriano, M es un ideal finitamente generado por lo tanto es un A-mdédulo
finitamente generado, lo que implica que dimy, (M/M?) < co. En general tene-
mos el siguiente resultado.

Proposicion 2.3.13. Sea A es un anillo local y noetheriano. Si M es su ideal
maximal y k = A/M su cuerpo residual, entonces

dim A < dimy (M /M?).
Demostracion. [1, corolario 11.15]. O

Definicién 2.3.14. Sea A un anillo local y noetheriano. Si dim A = dimy, (M /M?)
se dice que A es reqgular.

Recordamos que si (X, Ox) es una variedad algebraica, la fibra en un punto
z € X, denotada por Ox ,, es un anillo local, m; C Ox ; es el ideal maximal y
k(z) el cuerpo residual.

Definicion 2.3.15. Sea X una variedad algebraica. Decimos que un punto
x € X es no-singular, suave o regular si la fibra Ox , es regular, es decir que
dimy, () (mz/m?2) = dim Ox ;. Si todo punto de X es regular, decimos que X es
regular.



2.3. TEOREMA PRINCIPAL DE ZARISKI 71

Proposicion 2.3.16. Sea X es una variedad algebraica irreducible. Si x € X
es un punto no-singular, entonces

dimy,(, (m,/m2) = dim X.

Demostracion. Sea U un abierto afin de X tal que z € U. Sabemos que dim X =

dimU (proposicion 1.4.7) y que Ox , = Oy, porque uno puede considerar el

limite directo h'n‘l/ Ox (V) solo tomando los abiertos V' en una base local de
fAS

zeVCU
que dim Ox ,; = dim Oy ;. Asi que podemos suponer que X es afin, entonces el

resultado sigue inmediatamente de que dim X = dim Ox , ([1, teorema 11.25]).
O

entornos de z, es decir Ox, = lim Ox(V) = hen‘} Oy(V) = Oy, por lo

Teorema 2.3.17. Six € X es un punto no-singular de una variedad algebraica
wrreducible X, entonces x es normal.

Demostracion. [2, lema 1.4.108]. O

Teorema 2.3.18. El conjunto de puntos no-singulares de una variedad alge-
braica es abierto y denso.

Demostracion. |3, corolario AG.17.2]. O
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Capitulo 3

Monoides y grupos

3.1. Monoides y grupos abstractos

Definicién 3.1.1 (Monoide). Sea M un conjunto, 1)y € M un elemento parti-
cular del conjunto que llamamos elemento neutro y p: M x M — M un mapa.
Decimos que la terna (M, 1/, 1) es un monoide si los siguientes diagramas con-
mutan:

M x M x M- N x M M
- |+ TN
M x M ——M M x {1} id {Im} x M

Sl

donde p; y p2 son las proyecciones en la primera y segunda coordenada, e ¢d X 4 :
M x M x M — M es el mapa dado por (id x p)(z,y,2) = (z, p(y, 2)).

Para las imagenes del mapa p generalmente escribimos xy = u(x,y) y de-
cimos que p es una multiplicacion. Al elemento neutro, si no hay peligro de
confusion, lo denotamos por 1. Entonces los diagramas de arriba se pueden
escribir asf:

1. xz(yz) = (xy)z = 2yz VYV ax,y,z € M.
2.ml=1Im=m VmeM.

Observacion 3.1.2. El elemento neutro de un monoide es tnico. Si M es un
monoide con elemento neutro 1 y existe un elemento v € M tal que um = mu =
m para todo m € M, entonces en particular u = ul = 1.

73
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Para un monoide M existen dos tipos de elementos de M que resultan muy
importantes para su estudio, los elementos idempotentes y los elementos inver-
tibles.

Definicién 3.1.3. Sea M un monoide y e € M:

1. Decimos e es idempotente si ee = €% =

e.
Decimos que e tiene inverso a izquierda si existe u € M tal que ue = 1.

Decimos que e tiene inverso a derecha si existe u € M tal que eu = 1.

Ll

Decimos que e tiene inverso (o que es invertible) si existe u € M que es
inverso a izquierda y a derecha.

Observacion 3.1.4. Si e € M tiene inverso a izquierda e inverso a derecha
entonces estos son iguales, en particular e tiene un tnico inverso que lo denota-
mos por e~ L. Para demostrar esto simplemente tomamos u,v € M tal que u es
inverso a izquierda de e y v es inverso a derecha

ue=1 y ev=1

entonces
u=ul =u(ev) = (ue)v =1v=v

Definicién 3.1.5. Un submonoide de un monoide M es un subconjunto S C M
tal que 157 € Sy que es cerrado por la multiplicacién, es decir, si x e y pertenecen
a S entonces zy € S.

Denotamos por E(M) a los elementos idempotentes de un monoide M y por
G(M) a los elementos invertibles.

Definiciéon 3.1.6. Si M es un monoide tal que M = G(M) decimos que M es
un grupo. Equivalentemente, un grupo es un monoide donde todo elemento es
invertible.

Veamos algunas propiedades de estos conjuntos.

Proposicion 3.1.7. Si M es un monoide entonces el conjunto de invertibles
G(M) es un grupo.

Demostracion. El elemento neutro 1, es invertible dado que (157)(1a7) = 1as
y (1a)™' = 1y, entonces 1y € G(M). Si x e y son invertibles, entonces
(xy)(ytz7t) = 2(yy V=t = 21y~ = xz=! = 1, lo que nos dice que
zy tiene inverso a derecha, y con una cuenta analoga se puede ver que xy tiene
inverso a izquierda y por lo tanto es invertible. Asi que G(M) es un submonoide

de M donde todo elemento es invertible, luego G(M) es un grupo. O

Debido a la proposicién anterior llamamos grupo de invertibles de M al
conjunto G(M).
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Definicién 3.1.8. Un morfismo entre dos monoides (M, 1y, ) y (N, 1n, un)
serd un mapa ¢ : M — N tal que p(zy) = o(2)o(y) v ¢(1p) = ¢(1x). Tenemos
el siguiente diagrama conmutativo

M—Y N

MMT TMN

MxM——sNxN
X

En el caso de ser M y N grupos, decimos que @ es un morfismo de grupos.

Observemos que f: G — H es un morfismo de grupos si y solo si f(zy) =
f(z)f(y). No es necesario imponer la condicion f(1) = 1 ya que se deduce
inmediatamente de lo siguiente:

) =F(()W) = FD)FQ) € H,

pero como H es un grupo, si se multiplica de ambos lados por el inverso de f(1)
se obtiene que f(1) = 1. Por otro lado, haciendo la siguiente operacién para
x € G:

1=f(1) = f((2)(=™) = f(@)f (=)
se deduce que f(z~1) = (f(z))”' Vz € G.
El siguiente ejemplo sencillo ilustra la necesidad de imponer que en un mor-

fismo de monoides la imagen del neutro sea el neutro.

Ejemplo 3.1.9. Sea (R, 1,-) el monoide de los nimeros reales con el producto
usual. Sea Msyo(R) las matrices reales de tamano 2 x 2, con el producto usual
de matrices es un monoide donde el neutro es la identidad. Si consideramos el
mapa ¢: R — Msyo(R) dado por:

o= (5 o)
1

es claro que p(zy) = (x)p(y), pero p(1) = (0 8) que no es la matriz iden-
tidad.

Si bien el neutro no se aplica en el neutro, si sucede que que la imagen
del neutro es idempotente. La siguiente proposicion ilustra este hecho algo més
general.

Proposicion 3.1.10. Sea f: M — N un morfismo de monoides, entonces
1. f(E(M)) C E(N).

2. Consideremos la fibra de f en un elemento y € N, es decir el conjunto
flly)={z e M/ f(z) =y} C M tal que f~(y) # @. Este conjunto
es cerrado por la multiplicacion (es un subsemigrupo de M) si y sdlo si
y € E(N).
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3. Seay €N, 1y € f1(y) siy solo si Ix =vy.

4. f7H(1N) es un submonoide de M.
Demostracion.

1. Si f(z) € f(E(M)) C N con x € E(M) entonces (f(z))? = f(z)f(z) =
f(22) = £(a?) = f(2), ast que f(z) € E(N).

2. («) Consideremos primero y € E(N) y sean x y x’ dos elementos perte-
necientes a f~1(y),

flaa') = fa)f@) =y =0"=y

entonces zz’ € f~1(y).
(=) Ahora sea y € N tal que la fibra es cerrada por la multiplicacion. Sea
x € f~1(y) # 9, entonces zx = 22 € f~1(y) = f(x?) =y, por lo tanto

entonces y € E(N).

3. Como f es morfismo de monoides f(1a7) = 1n, por lo tanto
lw € f )& flu) =y e y=1y

4. Como 1y € E(N) entonces la afirmacion se concluye de 2) y 3).

3.2. Monoides y grupos algebraicos

Definiciéon 3.2.1. Un monoide algebraico es un monoide (M, pu) tal que M
tiene una estructura de variedad algebraica donde el producto p: M x M — M
es un morfismo de variedades algebraicas. Aqui M x M es la variedad producto
de M con M.

Definicion 3.2.2. Un grupo algebraico es un grupo G equipado con una estruc-
tura de variedad donde el producto y el mapa inversion ¢ : M — M, 1(z) = 271,

son morfismos de variedades algebraicas.

Observacion 3.2.3. Recordar que una variedad algebraica es una prevariedad
X con la condicion extra de ser separado, es decir que la diagonal A(X) =
{(z,z) : x € X} es cerrado en el producto. Si G es un grupo con una estructura
de prevariedad donde la multiplicaciéon y el mapa inversiéon son continuas, en-
tonces G es separado; en efecto, un elemento esta en la diagonal (g, h) € A(G)
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si y solo si gh™' = pu(g,u(h)) = 1, asi que A(G) es cerrado porque es la ima-
gen inversa por una funcién continua del conjunto {1} que es cerrado ([5, 3.4]).
Asi que en la definicion de grupo algebraico podemos sélo pedir que G es una
prevariedad, pero la realidad es que no es un aporte significativo.

Un hecho mas interesante sobre la definiciéon de grupo algebraico, que es parte
principal de esta monografia, es que es posible probar que el mapa inversion es
un morfismo de variedades si se omite en la definicién, ademés si un monoide
tiene inverso a izquierda (o derecha), entonces es invertible [11]. En este trabajo,
ver el teorema 3.3.2.

Definicién 3.2.4. Sea G un grupo algebraico (o monoide algebraico) y H C G
un subgrupo (resp. un submonoide). Si H es ademés un conjunto cerrado de la
variedad G decimos que es un subgrupo cerrado o un subgrupo algebraico (resp.
submonoide algebraico) de G.

Definicién 3.2.5. Sean G y H dos grupos algebraicos (o monoides algebraicos).
Un morfismo de grupos algebraicos (resp. monoides algebraicos) es morfismo
de grupos ¢ : G — H (resp. de monoides) que también es un morfismo de
variedades algebraicas.

Proposicion 3.2.6. Sea (M, 1, 1) un monoide algebraico.

1. Ezxiste una unica componente irreducible de M que contiene al elemento
neutro. Denotamos a esta componente como MP°.

2. Para toda componente irreducible X de M se cumple que XM°® = M°X =
X.

3. Six € M es invertible, entonces existe una unica componente irreducible
de M que contiene a x, esta es tM° = {xm : m € M°}.

Demostracion.

1. Sean X e Y dos componentes irreducibles de M talesque 1€ X y1 €Y.
La subvariedad X x Y de M x M es irreducible, entonces pu(X xY) =
XY ={aye M /xz e X, yeY}esirreducible en M porque u es un mapa
continuo. Ademas X C XY yaque lestaenY eY C XY porque 1 € X.
Pero X e Y son componentes irreducibles de M, entonces X = XY =Y.

2. Como M°X, XM? son irreducible y X € M°X, X C XM?°, entonces
X = M°X = XMP° porque X es una componente irreducible.

3. La multiplicacion a izquierda por z, £, : M — M dada por £,(y) = zy,
es un isomorfismo (£ = £,-1) que lleva M en M, una componente
irreducible de M que contiene a x. Si M, es otra componente irreducible
que contiene a x, entonces tM° C M,M° = M, por lo tanto xM° = M,.

O
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Observacion 3.2.7.

1. Del item 2 de la proposicién anterior se deduce en particular que M? es
un submonoide de M dado que M°M° = MO,

2. Si G es un grupo algebraico entonces para cada elemento x de G existe
una dnica componente irreducible de G que contiene a x.

Lema 3.2.8. Sea G un grupo algebraico. Si U C G es un abierto no vacio y
V C G es un abierto denso, entonces G =UV ={uv / ue U, veV}.

Demostracion. Como V es denso en G se tiene que V=1 := (V) = {1(v) =v~t €
G /v eV} esdenso en G porque ¢ : G — G es un isomorfismo (de variedades).
Si x € G entonces también es denso el conjunto zV ! == {av=! :v71 € V1]
ya que es la imagen de V! por el mapa /,. Entonces 2V ' NU # @, por lo
tanto existe v € V y u € U tal que

entonces x € UV. O

Lema 3.2.9. Sea M un monoide algebraico y H C M un submonoide abstracto

(no necesariamente un conjunto cerrado). Entonces la clausura de H, H, es un
submonoide algebraico.

Demostracion. Sélo hay que probar que H es un submonoide. Tenemos que
H x H = H x H (proposicion 1.3.21). Dado que la multiplicacion p: M x M —
M es un mapa continuo y H es un submonoide, se tiene:

HH=p(dxH) =p(HTxH)Cul xH) =HTH=1.
O

Corolario 3.2.10. Sea G un grupo algebraico y H C G un subgrupo abstracto.
Entonces H es un subgrupo algebraico.

Demostracion. El mapa inversién ¢ : G — G = — z~! es continuo entonces

(H)CWH)CH O

Teorema 3.2.11. Sea G un grupo algebraico y H un subgrupo de G (abstracto)
tal que H es un subconjunto constructible de G. Entonces H es un subgrupo
algebraico de G.

Demostracion. Por el corolario 3.2.10, H es un grupo algebraico. Solo hay que
probar que H = H. Como H es constructible, existe un conjunto abierto U # &
de H con U C H. Al conjunto H lo podemos escribir de la siguiente forma:

H:UzU

rEH
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donde 2U = {zu : u € U}, porque si u € U C H, entonces u~! € H y por lo
tanto para todo h € H se tiene que h = hu~'u € hu~'U, con hu~! € H. La
multiplicacion a izquierda es un homeomorfismo, asi que xU es un abierto de
H para todo x € H y por lo tanto H es un abierto de H. Asi que por el lema
3.2.8 tenemos que H = HH C H, de donde se concluye que H = H.

O

Corolario 3.2.12. Todo morfismo f: M — G de grupos algebraicos tiene ima-
gen cerrada.

Demostracion. La imagen de f es un subgrupo de G y ademas, por el corolario
2.2.2, es un conjunto constructible, por lo tanto es un conjunto cerrado de G. [

3.3. Grupo de invertibles

Si (M, 1, 1) es un monoide algebraico, definimos el grupo de invertibles de
M como el conjunto

G(M) ={x € M / z es invertible}

Sabemos que G(M) es un grupo (abstracto), nuestro objetivo es probar que
G(M) es un grupo algebraico y que ademas es un conjunto abierto en M.
Sean p;1 : M x M — M y ps : M x M — M las proyecciones en la primer y
segunda coordenada: pi(z,y) =z y p2(z,y) = y.

Consideremos los conjuntos:

My = {x € M / x tiene inverso a derecha}

M; = {x € M / x tiene inverso a izquierda}

Entonces tenemos que G(M) = My N M;, esto es por la observacion 3.1.4. (si
un elemento tiene inverso a izquierda y a derecha, entonces estos coinciden).
Ademas es claro que My = py (,u_l(l)) y M; = po (,u_l(l))

Observacion 3.3.1. Las proyecciones p; y p2 son morfismos de variedades
algebraicas y el conjunto g ~!(1) es una subvariedad de M x M entones G (M)
es un conjunto constructible de M.

Teorema 3.3.2. Sea M un monoide algebraico y G(M) su grupo de invertibles,
entonces G(M) es un grupo algebraico que es abierto en M.

La prueba del teorema se basa en los siguientes lemas y observaciones, donde
se considera que M es irreducible. Al final se incluye una prueba para el caso
no irreducible.

En lo que sigue, se considera G = G(M) y p~1(1)° una componente irredu-
cible de ~1(1) que contiene a (1,1).
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Ademés, por la observacion anterior, G es constructible en M y podemos
escribir

G=p (0" (1) Np2 (1))

Observacioén 3.3.3. Supongamos que M es irreducible. Entonces M x M es
irreducible y

dim(M x M) = dim(M) + dim(M) = 2 dim(M).

Como el mapa pu : M x M — M es sobreyectivo ( pu(l,z) = « Vo € M ),
aplicando el teorema de la dimension de las fibras (teorema 2.2.9) tenemos que

dim (p~'(1)°) > dim(M x M) — dim(M) = dim(M).

Lema 3.3.4. El mapa p1: p~'(1)° — M dado por p1 = p1|,-1(1)o €s un mor-
fismo dominante. En particular, existe un abierto no vacio de M contenido en
pi(p=1(1)°).

Demostracion. Es suficiente probar que
dim p; (p=1(1)°) = dim M

ya que el lema 1.4.9 garantiza que p;(u~=1(1)°) no puede ser un cerrado propio
de M.

Por el teorema 2.2.9 existe U abierto no vacio de p1(p=1(1)°) contenido en
p1(p~1(1)°) tal que para todo u € U se tiene que

dim (p7! () = dim (5~ (1)°) = dim (p1 (=1(1)%)) (3.1)

La funcién (z,y) — dim (pfl(pl (z, y))) es semicontinua superiormente, por lo
que el conjunto V = {(z,y) € p=1(1)° / dim (p; *(p1(z,y))) = 0} es abierto en
p1(1)°. Ademds pp (pr(1,1)) = pi (1) = {(z,y) € g (1)° /oy = 1y 2 =
1} = {(1,1)}. Entonces dim p; ' (p1(1,1)) = 0, por lo tanto V # §.

El mapa p; es una funcion continua, entonces p; *(U) es un abierto no vacio
de u~1(1)° porque U es un abierto no vacio de la imagen de p;. Por lo tanto
W = p; ' (U) NV es un abierto no vacio de p~1(1)°.

Si (x,y) € W, entonces p1(z,y) € U y dim p; ' (p1(x,y)) = 0. De la ecuacion
(3.1) tenemos que:

dim =1 (1)° = dim py (=1 (1)°),

entonces
dim M < dim g~ *(1)° = dim p; (p=1(1)°) < dim M.

Asi que tenemos la igualdad dim p; (1 ~1(1)°) = dim M, como queriamos probar.
O
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Observaciéon 3.3.5. Observar que el lema 3.3.4 prueba que G = G(M) es
abierto de M, ya que por simetria existe ademéas un abierto no vacio de M
contenido en po(171(1)°) y

(et (1)°) Npa (=t (1)°) C G.

Como M es irreducible existe un abierto no vacio U de M contenido en G.
Luego por traslacion tenemos que G es abierto:

G=Jou= 60,

geG geG

porque la multiplicacién a izquierda es un isomorfismo. Ademas como sabemos
que el conjunto de puntos regulares en una variedad algebraica es abierto no
vacio y un isomorfismo lleva puntos regulares en puntos regulares, se concluye
que los puntos de G son regulares.

Lema 3.3.6. Sea M irreducible y x € M un elemento que tiene inverso a
izquierda o inverso a derecha, entonces x es invertible.

Demostracion. Supongamos que z tiene inverso a izquierda (el otro caso es
analogo), asi que existe y € M que verifica yx = 1. Entonces ¢,; tiene inverso ¢,
a izquierda: ¢, o ly = id|p

Moy

N

M

Luego £, es inyectivo, por lo que las fibras del mapa ¢, |¢: G — M constan de
un s6lo punto, asi que en particular, por el teorema 2.2.9, se tiene que:

dim ¢, (G) = dim G = dim M,

donde la ultima igualdad es porque G es un abierto de M. De esto se deduce que
£,(G) no puede ser un cerrado propio de M (lema 1.4.9), entonces £, (G) = M.
Como G es constructible £, (G) es constructible, entonces existe U abierto de
L.(G) = M tal que U C £,(G).

Como M es irreducible y G es abierto se tiene que U N G # (). Entonces
existe g € G tal que g € U C £,(G), es decir que existe g € G y h € G tal que
g = wh, entonces z = gh™! € G, por lo que x es invertible. O

Observacion 3.3.7. Observemos que del lema 3.3.6 se deduce que

G=ps (p (1) =p1 (0 (D).

y por lo tanto
p ) = {(z, 27 e M x M/ x € G}.
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Lema 3.3.8. Si M es irreducible, entonces p=1(1) es irreducible, es decir
p= (1) = p=1(1)° (la componente irreducible que contiene al (1,1)).

Demostracion. Si X es una componente irreducible de =1 (1), entonces el mapa
p1lx, : X1 = M es dominante (la prueba es analoga al lema 3.3.4 ya que las
fibras de la proyeccion constan de un solo punto). Entonces existe U; abierto no
vacio de M contenido en p; (X1). Si U es un abierto no vacio de M contenido en
p1(p~1(1)°), como M es irreducible, se tiene que U N U; es un abierto no vacio
de M tal que

UnU; Cp (,uil(l)o) ﬂpl(Xl).

Como las fibras de p1|u_1(1) tienen un s6lo elemento, si x € U N Uy, entonces
pil (@) = (w,27") € p=H(1)° N Xy, asi que

p1|;,11(1)(U N Ul) C M_l(l)o N X,
es un abierto no vacio, entonces u~1(1)° = X; porque son irreducibles. O
Ahora veamos la prueba del teorema 3.3.2.

Demostracion. (del teorema 3.3.2). Para probar que G es un grupo algebraico
hay que probar que tomar inversos es un morfismo de variedades, es decir que
t: G — G, 1(r) = 27! es un morfismo.

Si M es irreducible, entonces p~!(1) y G son irreducibles. El morfismo
p1 = pilu-1a): (1) = G es biyectivo y separable (recordar que k tiene
caracterfstica 0). Como G es no-singular (observacion 3.3.5), se tiene que es
normal (teorema 2.3.17). Entonces, por el teorema principal de Zariski (2.3.11),
tenemos que p; es un isomorfismo. Del mismo modo ps es un isomorfismo y
es claro que ¢ = py o p;'', entonces ¢ es un morfismo. Luego G es un grupo
algebraico.

Si M no es irreducible, sea M = M°U X; UXoU...UX,, donde M es la
componente irreducible que contiene al neutro (proposicion 3.2.6) y los X; son
las otras componentes irreducibles de M.

La componente M° es un submonoide algebraico de M (observacion 3.2.7)
cuyo grupo de invertibles G(M°%) € M? es un grupo algebraico abierto en M°
(probado en la parte anterior). La primera observacion es que

G(M°) = G(M)n M,

para probar eso, sea x € M9 invertible en M, por la proposiciéon 3.2.6 hay una
tinica componente irreducible que contiene a x (cuando x es invertible), entonces
hay una tinica componente irreducible que contiene a 7!, esta es ' M°. Como
x € MP, se tiene que 1 = 'z € 271 MY y por lo tanto 7' M° = M°, por lo
que =1 € M. Ahora, con cierto abuso de notacién, sea G(X;) = G(M) N X;.

Tenemos que
n

G(M) =G(M°)u | G(X).

i=1
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Para probar que G(M) es abierto en M, vamos a probar que cada uno de los
G(MY),G(X;) son abiertos en M. Si z € G(X;) (podria ocurrir el caso G(X;) =
@, que es abierto) se tiene que x es invertible, asi que X; = xM° y ademés
G(X;) es la imagen de G(My) por el isomorfismo £,: M — M; en efecto, los
elementos de 2G (M%) C M son invertibles, por lo tanto 2G(M°) C G(zM?)
y siy € G(xMP), entonces 2~y € MO es invertible, asi que y € xG(M?). Si
G(MP) es abierto en M, esto probaria que G(X;) = G(zM°) = £,(G(M?)) es
abierto en M. Veamos por lo tanto que G (M) es abierto en M (sabemos que
es abierto en M?). Sea

n
MO =M\ |JX; M.
i=1
Como los X; son cerrados en M, MO es abierto de M. Ademas G(M°) C M°

porque G(M°)NX; = @ dado que por cada elemento invertible existe una tnica
componente irreducible a la cual pertenece (proposicion 3.2.6). Luego tenemos

GM®Y c M°c M° c M

donde G(M?) es abierto en M° (con la topologia relativa de M) y MO es abierto
de M, entonces G(M?) es abierto de M. Queda probado que G(M) es abierto
en M.

Probemos ahora que G := G(M) es un grupo algebraico. Para esto solo hay
que probar que la funcién ¢ : G(M) — G(M), «(x) = 2! es un morfismo. Ya
tenemos probado el caso

teoy : G(M®) = G(MP) C G(M).

Si z es invertible, y X = M es la componente irreducible que contiene a z,
entonces podemos escribir

L|G(X) : G(X) — M

como
L|G(X) =Tyz-10 L|G(MO) o ﬁw—l,
donde 7 es la multiplicacion por derecha, entonces ¢|(x) es un morfismo. Luego

t : G — G es un morfismo porque restringido a cada abierto G(X;) # @ lo
es. U

3.4. Acciones

En esta tltima seccién veremos que si M es un monoide algebraico irreduci-
ble, entonces la accion de G(M) sobre M por traslacion a izquierda y derecha,
tiene al menos una 6rbita abierta y una tnica orbita cerrada. Se dice en este
caso que M es una inmersion simple de G(M) [11].

Recordamos primero algunas definiciones.
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Definicion 3.4.1. Si (G, u,1) es un grupo y S es un conjunto, diremos que G
actia en S si existe un mapa

p:GxS—S

tal que los siguientes diagramas conmutan

GxGxS8Gxs {11xs—L=s8

SV

Diremos que p es una accion de G en S.

Usaremos la notacion p(g,s) = g - s para todo g € G y para todo s € S; asi
los diagramas anteriores pueden escribirse de la siguiente manera

1. (gh)-s=g-(h-s)parag,he GyseS
2. 1-s=s para todo s € S.
Si s € S se define la drbita de s como el conjunto:
G-s={g-s:geG}CS
y el grupo de isotropia o estabilizador de s es el conjunto:
Gs={9€eG:g-s5s=s}.
Observar que G es un subgrupo de G.

Definicion 3.4.2. Sea G un grupo algebraico. Una G-variedad es una variedad
algebraica X equipada con una accién del grupo G tal que el mapa:

p:GxX =X, (gx)—g-x
es un morfismo de variedades.

Ejemplo 3.4.3. Sea M un monoide algebraico y G = G(M) su grupo de
invertibles. Entonces el morfismo

p: (GxG)x M — M, ((g,h), m) — gmh™*

es una accion del grupo G x G en M, es decir que M es una (G x G)-variedad.
Para esta accién la orbita de 1 es G, por lo tanto G - 1 es una 6rbita abierta de
M. Ademas veremos que existe una tnica orbita cerrada en M para esta accion,
que es el nicleo de M [11].

Definicion 3.4.4. Sea M un monoide. Decimos que un subconjunto I C M no
vacio es un ideal de M si MIM C I; es decir que man € I paratodoa € Iy
para todo m,n € M. Si existe un ideal contenido en todos los ideales de M, se
dice que este ideal es el nicleo de M.
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Observacion 3.4.5. Si I C M es un ideal, observar que como 1 € M, se tiene
que
ITcIMCMIM C I,

entonces I es cerrado por la multiplicacion, es decir que es un semigrupo (no
necesariamente el 1 pertenece a I). Si I y J son dos ideales de M, entonces
@#£1IJCIM C MIM C I; del mismo modo IJ C J,asique @ #I1JCINJ.
Ademéas M(INJ)M C INJ, porlo que INJ es un ideal de M. Si {I;}, es una
familia arbitraria de ideales se tiene que M( ﬂj Ij)M C ; 1i; por lo que si M
tiene nucleo, necesariamente coincide con la intersecciéon de todos lo ideales de
M.

Teorema 3.4.6. Sea M un monoide algebraico irreducible y G su grupo de
invertibles. La accion de G x G en M por multiplicacion a izquierda y derecha
(ejemplo 3.4.83) tiene una unica drbita cerrada, el nicleo de M.

Demostracion. Sea I C M una o6rbita cerrada. Primero veamos que I es un
ideal. Como M es irreducible y G C M es abierto no vacio se tiene que M = G.
Ademas la multiplicacion es una funcion continua, entonces:

MIM = GIG c GIG =1,

donde en la dltima igualdad usamos que I es una érbita cerrada.

Si J es otra orbita cerrada, como también debe ser un ideal se tiene que
INJ es un ideal (observacion 3.4.5), en particular I N J # &; pero dos Orbitas
o bien coinciden o son disjuntas, asi que I = J, por lo que hay una tnica 6rbita
cerrada.

Veamos ahora que I es el niicleo que M, es decir que esté contenido en todos
los ideales de M. Si S C M un ideal, entonces /NS # & y como [ es una orbita:

I=GIG=G(INS)GCGSGc MSM C S.

Asi que I es el nicleo de M. O
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